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1., Lineaire ruimten.

Def.1.1. Een lineaire ruimte is een additieve abelse groep R waar-
bij voor elke f ¢R en elk complex getal A een scalair product
Afe R is gedefinieerd, zodanig dat .

A (£4g) = AL +ag , (\+p)f = Al +uf , A(f) = (Au)f , 1ef=F,

Gevolgen: O:f = 0 (het nulelement van R), (-1):f = -f,
Def.1.,2, Het begrip re&le lineaire rulmte is analoog gedefinieerd,
met als enige verschil dat "complex getal" veranderd wordt in

"retel getal",

Opmerking 1.1. Elke (complexe) lineaire ruimte is ook als reé&le
lineaire ruimte op te vatten door het gebruik van scalaire produc-
ten 2T te beperken tot reéle waarden van i .,

Opmerking 1.2. BiJ ruimten met eindige dimensie wordt door de

onder opm.1 genoemde operatie de dimensie verdubbeld. Het begrip
"dimensie" wordt als volgt ingevoerd: Een basis voor een (com-
plexe) lineaire ruimte R is een stel elementen fq,ao.sfn ER Z0
dat elke £ e R te schrijven is als A +Ahl (A's complex),»
(Niet elke lineaire ruimte heeft een elndlge bas:.s)a Is er een
eindige basis; dan is er ook een basis met minimaal aantal ele-

menten; deze basiselementen zijn dan automatisch lineair onafhan-

kelijk (d.w.z, h1f1+g,,+Anfn=O met complexe A 's impliceert
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K1=°"=An=o)° Het aantal elementen is voor alle lineair onafhan-
kelijke bases hetzelfde, en dit aantal heet de dimensie van de
ruimte,

Is fq,...,fn een lineair onafhankelijke basis voor R, dan
is fq,ifqgfgsifzs...,fn,ifn een lineair onafhankelijke basis voor
de als reé€le lineaire ruimte opgevatte ruimte (in dat geval wordt
het begrip lineaire onafhankelijkheid anders geinterpreteerd, nl.
als volgt: Baseees8y heet lineair onafhankelijk als A1g1+,.,+xkgk=o,
met re&le A's impliceert x1=°..=hk=o).

Opmerking 1.3. Zonder meer heeft het geen zin om in een complexe
lineaire ruimte over re&le vectoren te spreken., Men zou dit wel

kunnen gaan doen, door bijv. een lineailr onafhankelijke basis te
kiezen en dan alle re8le lineaire combinaties daarvan resel te

noemen,

2. Ruimten met inwendig product (IP-ruimten)

Def.2,1, Een IP-ruimte is een (complexe) lineaire ruimte R waar-
bij aan elk paar fe¢R, geR een complex getal is toegevoegd, dat
we met (f,g) aanduiden, en dat de volgende eigenschappen heeft:

(£ +f5.8) = (£,,8) + (£,.8) ,  (rf,g) = A(f,g)

(f.8) = (8,f) , (f,£)>0 als £/0.

((g,f) betekent de complex geconjugeerde van (g,f)).
Gevolgen: (f.hg) = X(f,g); (f,g t8,) = (£,8,)+(f,85), (£,0)=(0,8)=0,

v I
o

(“k=’lkklk’ Zh:—./lp‘hgh) = k=12 h=1Ak “h(fk’gh) .

Def,2.2. ’V(f,f) heet de norm of lengte van £, en wordt met [|f]]
aangeduid.

Stelling 2.1. || 2 f]| =|r| [l £]| «

Def.2.3, f| g of g| f betekent (f,g)=0 (dus (g,f)=0).

Def.2.4. f en g heten evenredig als er een heR 1is, en complexe
getallen renwn, z6 dat f=rh, g=ph.

Voorbeelden van IP-ruimten. Voorbeeld 2.1. Zij n een vast natuur-
1ijk getal, en zij R de verzameling van alle rijtjes van n com-
plexe getallen (“19'°”“n)° Door thelling en scalaire vermenig-

vuldiging te definiBren met
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(a,‘,a;oj(xn) + (B/I”"“SBH) = (a1+313"°9an+‘3n)’

}"(a/lsvvt,v(xn) = (}\G/lsuws?\d.n) 3

wordt R een lineaire ruimte. Door het inwendig product van
(aq,...ﬁan) en (ﬁq,.a,,gn) te defini&ren door “1fq+"°+“nfh’ wordt
R een IP-rulmte,

Voorbeeld 2.2. Zij R de verzameling van alle continue complexe
functies op het gesloten interval [0,1]. f=g+h betekent
f(x)=g(x)+h(x) (0 x< 1), en f=Ar g betekent £(x)=rg(x) (0£xL1).
Hiermee is R een lineaire ruimte (tegelijk 1s dit een voorbeeld
van een lineaire ruimte zonder eindige basis). Wanneer men verder

(f,g) definieert 3oor
(f.8) =]  £(x) g(x) ax,
© 1
dan wordt R een IP-ruimte. Merk op dat (f,f):jﬁ ]f(x)[zdx >0 is,
tenzij [ identiek nul 1s, dus het nulelement v8n R is.

Wanneer we "continu" bijv. vervangen door Riemann-integreer-
baar, dan hebben we geen IP-ruimte meer, want dan kan (f,f)=0 zijn
zonder dat f identiek nul is,

Opmerking 2.1. Men kan ook het begrip reé&le IP-ruimte defini&ren,
als een re&le lineaire ruimte met een inwendig product (f,g) dat
voor alle f en g re&el uitvalt, en aan de in def.2.1 genoemde
eigenschappen voldoet, Als voorbeelden kunnen we de bovengenoemde
voorbeelden 2.1 en 2.2 nemen, met beperking tot re&le rijtjes en
reéle A's, Voorbeeld 1 wordt dan het bekende geval van de n-di-
mensionale euclidische meetkunde, waarbij nu [|f] werkelijk de

~

lengte van de vector £

wordst.

Opmerking 2.2. Wanneer men echter een complexe IP-ruimte R als
re8le lineaire ruimte opvat (zie opm.1.1) wordt het nooit een
re8le IP-ruimte (tenzij R slechts uit het nulelement bestaat).
Is nl, fe R, f£0, dan is if e R, (if,f)=i(f,f)#0, dus (if,f) niet
reéel,

Van nu af aan spreken we weer over een (complexe) IP-ruimte R.

Stelling 2.2, Is feR, geR dan is [(f,g)] <|[fll-llgll (ongelijkheid

van Schwarz),

En | (f,g)]= 7]l
dig zijn.

lg]] geldt dan en slechts dan als f en g evenre-
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Bewijs. Voor f=0 zijn beide uitspraken juist (elke g is met O
evenredig). We onderstellen nu f#0, dus ||f]] #0. Zij A een com-
plexe variabele, Dan 1is

Jl>wf~-@;||2= <xf~g, Af-g) =a N(£,8) -2 (£,8) - n(g,T) + (£,8) =

omnen L (£.8) HgHQH_n2~I r,e)|
H H el T ) + I

Kies nui=(g,f /||f[| . Dan blijkt dat

lell® Neli® =] (e.e)| @ =11 sl fae-gli® o,

= (Al g]] -

en het gelijkteken geldt slechts als g=Af, Dan zijn f en g
evenredig, En steeds wanneer f en g evenredlg zign is
[ (£,8)=|fll-l|g]] » want als f=ah, g=ph, dan is |(f,g)|=]af(h,h)|=

= ol {[ull-T 8] Inll =1l el -

Opmerking 2.3, Passen we st.2.2 toe op voorbeeld 2.1, dan vin-

den we
| 25 17 2oy 5 5 1py I
stelling 2.3. || esell <l + lell 5 | =gl i) - s ] - I veiae
gevallen geldt het gelijkteken dan en slechts dan als f= Ag ‘met
A>0 of als g =0,
BerJS Il £+gl| =(f+g3f'ﬁ\ (f Y+ (f,g) (g,f)+(g g)=
= lelBe2 e (r.6)+ lallP < el 22 £l el + lsl® = (il + el
Het gelijkteken treedt op als Re(f,g)=|| f]| - Hg” . Dus {[(f,g)| 2>
2l < gl s en uit st.2.2 volgt nu dat |(f,g)| = ||£]l-llg]l, dus
dat f en g evenredig zijn. Bovendien blijkt ult Re(f,g)=[|fH°H%H
en |(£,e)l =lldl-llell.cat (r,e)=lIt]l-llell . 213 f=an, g=fn, h#0,
o = el Inll.[e] It , qus «T20. Is B #0, dan
blijkt dat @ =AB met A 20, Hiermee zijn de uitspraken over

llt+g]] bewezen.
We hebben nu verder

el = Ne-gysell < lle=s Il + el
lell = Ieg-)+ll < fle-£ll + 2]l = I £-ell + 1<)l »
zodat | f-gl|| zowel ||t ~|g|l als >|jg|| - ||f]|] is. Het is dus
21Ell ~ Jlell | . Trecedt het gelijkteken op en is bijv. || £ >|lsll »
dan is || || =|| £-gl| +|lg] , dus g=0 of f-g=ug, p >0,

Dus f=Ag, 220, Als || ]| < |lg]] , komen we tot de conclusie
dat =0 of g=Af, A >0, en dat komt weer op hetzelfde neer,
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Def. 2.5. Ten deelvervameling L van R heet een lineaire deel-
ruimte als voor alle f¢ L, ge¢ L er alle complexe A , p geldt
Af +pge L. L is (met de receds in R bestaande definitie van
inwendig produc

Def.2.6. Is Q een deelverzameling van R, dan is Le(Q) de coi-
lectie van alle cirdice comen van de vorm quﬂx q
(N=1,2,...,0, ¢Q, », complex). o
St@iainﬂ_?,ﬁl Le/Q) is ecn linsaire deeclruimte, Als Q zelf
):

Def,2,7, Een deelverzameling @ van R heet cen orchonormaal-

PO

m
ceds ecn linceasrs deelruimte is dan in L AO

v

systeem als ||qll =1 voor alle ge @, /q4g‘q)r0 voor alle
oL

B e W

(. C| (“ Qa
./‘9 2 M
42N OT.‘)bhO“.lvfl‘i?;: LT ’:\ /(’ il ,i."-“ A»":./ ] 1 a A_l”. als het niet een

echt decl is van een gro%er OrTCHo nal yeteern, M.,a.w.: als
er geon fe R is ret 50, £ g vesr alle ¢ ¢4, (Anders zou
£/ ||| aan Q kunnen worden toegevoegd),

Stelling 2.5. Er bestaat een maximaal orthonormaalsysteem.

Bewijs. Perust op het 5.g. keuzepostulaat, (Gemakkelijker

toepasbaar is het daarrce ecuivalente Lemmo van Zorn:

R A

Heeft in een partieel geordende verzameling © elke lineair

4

geordende deelverzamelnt een bovergrens in » , dan bevat ©

een maximaal elexwent.

Voor de elementen van & nemen we de orthonormaalsyste-

o2

men van R, on de ordening wordt door de inclusierelatie
gegeven, Van el 2 1fpnaalir georderde collectlie van orthonor-
maalsystea.n 18 de versnlging weer een orthonormaalsysteem,
en dit Lan als bovensrons HTevcn,

Opmerizing 2, HN Dit beowlijs 13 niet corngtructiel, We zullen

echter 1ater zilon, Gat in het practineh zo belangrijke sepa-

rebele groval een conctructiefl Hewijs gezeven kan worden,
Stellirs 2,6, Zij Q cen crhl- - “7 - sirev in R, en feR,

Dan zijn er hoogs“ens aftelbaar vile geQ nct (qu)%O, en ws
hebben ,

5 % m\lz‘/ _012 o & St S, e
OPQ{( Lol el e . (onmelijkheid van Bessel),
(Het sterrctje geeft aan dat de termen die nul zijn moeten

worden weggelaten, zedat ewv esn scm van hoogstens aftelbaar
Y,
vy

vele termen ontstaat De getallen (f,c) heten de Fourier-

coefficienten van f (t,o,v, Qj e
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Bewijs, Laat {qq,..,,qn} een eindige deelverzameling van Q
zijn,., Dan is, als Cposeosthy complexe getallen zijn,

n n
£ -3} kik” (f= Fy g0 G T= 5, _q0q) =
mr— n 2
=l ell® -2, 2 (rhay) - 2 Pa(a,,t) + r 0ty =
. o ) 2
= Hf” -2 n/]’ 5qh)l + Eh:/l '(I:qh> - O‘h[ .

Nemen we ah=(f,qh), en bedenken we dat het eerste 1id > O is,

dan vinden we
2 2
2ol (£,9,) 1% <ie )]

Laat N een natuurlijk getal “QHfHQ zijn. Dan concluderen
we: hoogstens N van de | (£,q)] 's zijn > 1, hoogstens UN ervan
zijn > %, hoogstens 16N zijn 2.§3 enz, Dit levert een aftel-
ling van de van 0O verschillende'(f,q)'s, Vervolgens: was

Z*](f,q)l2 >[E1|2j dan zou er reeds een partitle som van ¥
groter dan ||f||“ zijn, in strijd met wat we boven vonden,
Opmerking 2.5. Zonder bewijs en zonder voorbeelden vermelden

we: Het gelijkteken in de ongelijkheid van Bessel behoeft niet
te gelden., Het geldt zeker niet voor alle f als Q niet maxi-
maal is (kies bijv. voor f een element van een groter ortho-
normaalsysteem), Als Q

S

wel maximaal is en R een eindige dimen-
sie heeft, geldt het geliljkteken wel voor alle f'; en ook als

Q maximaal is en R een Hilbertruimte is. Bij andere R kan het
echter gebeuren dat Q en f zo te kiezen zijn, dat Q maximaal
is en niettemin het teken < geldt. »

Stelling 2.7. Zij (qq,..o,qn) een eindig orthonormaalsysteem

in R, en zij fe R. Beschouw [|f- 53k24 aquH als functie van
de complexe variabelen PRI Deze functie is strikt mi-
nimaal als a1=(f,q1)g,o,,<1n=(f,qn),

Bewljs., Volgt direct uit de in het begin van het bewiljs van

de vorlge stelling afgele'ce identiteit. Het minimum bedraagt
2
HfH 2,00 17}

Def.2.8. Z1j ¢ een afbeelding van R, in Ry, waarbij R{ en R,

IP-ruimten zijn. 9 heet een isometrische afbeelding, als voor
alle f,ge R, en alle complexe A, i geldt '
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o (Af+pg) =r0(f) +roe(g),
(e(f)s 9 (8))= (f,g).

Rq en R2 heten isometrisch als er ecen eecneenduidige isome-

trische afbecelding van Rq op R2 bestaat.,

Opmerking 2.6, Len isometrische afbeelding van R,l in R
automatisch eeneenduidig. Uit ¢ (f)= ¢(g) volgt nl. g(
dus 0={(?(f-g), 9 (f-g))=(f-g,f-g)=0, dus f=g.

3. Topologie in cen IP-ruimte

In deze paragraaf is R weer steeds een IP-ruimte.
Stelling 3.1. Als we de afstand van f €R tot g €R definiéren

door f-g , dan wordt R een metrische ruimte,

Bewijs. ||f-g|| >0 als f#g, en ||[f-f|| = O (def.2.1 en def.2.2).
En stelling 2.3 garandeert de driehoeksongelijkheid:

|| £-g || <||£~h]| +|| h-g|| , aangezien f-g=(f-h)+(h-g).

De védér stelling 3.5 uitgedrukte eigenschappen berusten
uitsluitend op het feit dat R een metrische ruimte is,
Def.3.1. Z1j S een deel van R. De afsluiting van S (notatie T)
is dan de verzameling van alle fe R met de volgende eigen-

schap: bij elke e>0 is er een ge S met |lg-f|Ke .
Stelling 3.2. 10 8¢ 3; 2°, 5,cS, dan 5, c5; 3%, 5=% (5 bete-
kent de afsluiting van S).

Bewiljs. 19 en 2° zijn triviaal, alsmede SO T bij 30, We tonen
nu aan dat Sc¥. 21 fe 5, ©>0. Er is een ge T met || g-r|| <3¢,
Bij g is nu een he S te vinden met || g-h|| <3e. Wegens de drie-

1 1

hocksongelijkheid is nu ||f-l|<e, Daar ¢ willekeurig was, blijkt
dat fe 3,
Def.3.2, S heet gesloten als S=3.

S heet open als het complement van S (notatie R\ S)
gesloten is,
Stelling 3.3, S is dan en slechts dan open als cr bij elke

f €S een ©>0 bestaat z6 dat elke g met || g-fi|<e in § ligt.
Bewijs., De in de stelling genoemde voorwaarde kan ook als
= od s

volgt worden uitgedrukt: als fe S, dan is het niet waar dat

er blj elke €>0 een ge R\ S bestaat met || g-f]]l<e . M.a.w. als
fe S, dan ligt £ niet in RNXS. Dus RNSc RN S, dus R\S is ge-

sloten,
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Def.3.3. Z1j S, CS,c R, S,

elke f €3, kan met iedere gewenste graad van nauwkeurighreid

heet dicont in So, als Sec:ﬁ,]e M.a.w,

door elementen van S,I worden benaderd.,

Def.3.4. 7Zij Sc R. S heet separabel als er ecen hoogstens aftel~
bare deelverzameling Tc S bestaat die dicht ligt in S.

Stelling 3.4, Zij S,c 8,c R, en S, separabel. Dan is S, sepa-
rabel,

Bewljs. Zij Tc:SZ, T dicht in 52, Kies bij elke n (n= 1,25004)
1, als er zo

1

en elke t€ T een element s € 8, met Hstn't”< n”

een 8, bestaat, Zo niet, dan kiezen we geen s, . De verzame-

tn tn
ling van alle gekozen stn's noemen we qu Tq is hoogstens af-
telbaar, en T1C281, We laten zien dat T1 dicht in 81 ligzt.
7ij feS,, =>0. Kies n>2¢"1, Kies ecen te T met [[t-£||< n™".
Bij deze €t en n is er een Stn gekozen. Er was immers minstens
4 N T, - "/‘
één candidaat, nl. £. Nu is |[|s_ -fll K[ls -t] +] t-fll <2n” '< &,

en s, € Tq.
Opmerking 3.1. Sommige van de hier aangegeven begrippen zijn
niet slechits afhankelijk van S doch ook van R, We beschouwen

eens twee metrische ruimten R1 en jo met doorsnede R3. Voor

£,g ERB zij de afstand van £ tot g t.0.v, R1 dezelfde als t.0.vV,
R3'

Is Se RB’ dan is de afsluiting van S8 t.0.V. R,l niet nood-
zakelijk dezelfde als de afsluiting t.o0.v. Rzn
Voorbeeld 3.1, Zij R2
[0,1] (voorbeeld 2.2), en zij R, de deelruimte bestaande uit
alle polynomen op [0,1] . Bij elke fe¢ R, en elke >0 bestaat

met |p(x)-f(x)|<e (0 x 1) volgens de approxima-

de IP-ruimte van de continue functies op

er een pe Rq

tiestelling van Weilerstrass. Dus || p-fl<e . R, ligt dus dicht

in RQ’ De afsluiting van R, t.o.v. R2 is dus Rg, en de afslui-

/l
ting van R,l t.0.V, R,1 is Rq zelf . Rq is gesloten in Rq, doch
niet in R2. N.B. Voor opm. 3.2 zie p. HR 9.

WVoorbeeld 3.2. Neem voor R, een tweedimensionale IP-ruimte; en

2
voor Rq een ééndimensionale deelruimte. Neem S:Rq. R1 is open

in Rq, doch niet in R2.
Opmerking 3.3. De begrippen ”81 dicht in Sg” en "S separabel”
zijn kennelijk onafhankelijk van R,

Opmerking 3.4, Is Sc:ch:Rg, en S open t.0.v. R,, dan is S

open t.0.v. R1, Is S gesloten t.o0.v,. RE’ dan is S gesloten
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£t.0.v, R

o @ ® /]0
Stelling 3.5. De uitdrukking Af+ pg is een continue functie
van AM; p ,f,8. En (f,g) is een continue functie van f en g,
Bewijs, Z1ij fo,goe R, Aos Mg complex, Zij e>0. Als nu
o=l <3 legoll <8, a2 < 5. Ju-u | <5, dan is

Irevbe = (ot bog) < In-agllisl #1 Aol li-gy | + (10em
met wen g) < o(llgll #5) + 2 | +0(legll +e) ¢ Blu ).

We kunnen dit < ¢ maken door een 0 te kiezen met

o<o<1,o<{flegl *llegll +n ] + vyl +2}7 e
Verder is voor Hf—f0”<5 s Hg-goﬂ <K
[(£,8) - (£,.8,)] = [(£-f ,e-g,) + (£-T,8,) + (£ .8-8,) | <

< o2k llg s+ lle ll 5. Kies mu o< 5<1 en s<(isligll + e )2
Def.3.5., Zij fq,fg,.o. een rij elementen van R, en ook f€ R,
We zeggen dat lim f =f, of £ = f, als ||f -f|| - 0.

Stelling 3.6. Is f.~f, 8,78, A ~M, b ~p , dan is

AL, v ue, - AT ugs (f,8.) 2 (f.8).

Bewijs. Volgt direct uit st.3.5.

-~

Opmerking %3.2. Neem Rys RZ’ R3 weer volgens opm. 3.1. Is S C R3 5

3 open in Ry, dan behoeft S niet open te zijn in Ry o
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4, Zwakke TP-ruimten

We zullen vaak ruimten tegenkomen die aan de eisen van
def.2.1 voldoen, met als enige tekortkoming dat slechts
(f,£)> 0 geldt en niet steeds (f,f)> O voor alle £#0. We kun-
nen dan steeds daaruit een IP~ruimte maken door een operatic

die we samentrekking zullen noemen, en die eigenlijk betekent

dat we restklassen vormen modulo de deelruimte der f met
(£,£)=0, of dat we twee elementen steeds identificeren als
het verschil de norm nul heeft,

Definitie %.1., Een lineaire ruimte R heet een zwakke IP-ruim-

te als er een inwendig product is gedefinieerd dat voldoet
aan
(f1+f2,0) = ( 190) + (f23g)3 (Kf,g) = K(fsg)

( Jg) = (é:?) 9 (f,f)Z_O,

Met ||t]| bedoelen we weer (f, f)%
Stelling U4.1. In een zwakke IP-ruimte geldt [Iaf]l= |a]|
(el <liell - el . el <l « llell o le-ell 2 fi€l] - llell|

Bewijs: zie 8%.2.2 en st.2.3. De uitspraken over de gevallen
waarin het gelijkteken geldt, komen echter te vervallen,
Stelling 4,2, f,€R en f, ¢R heten equivalent als ||f —f2H =0

Deze equivalentierclatie is reflexief, symmetrisch en transi-
tief,

Bewiys. 1°. [lf-f || =]lo]| = 0. 2°. vit || £ ~f |l =0 volgt
| £o-£41l =0. 3%, vit |} £ - 2;;~ 0 en ||f -f H =0 olgt
]|f1—f3[;=o wegens stelling 4.1 (£, ~fo=(1, ) (f5-13))

Definitie ",2, Zij R® de collectie van alle equlvalentieklas«

sen bij de in st., 4.2 uitgedrukte equivalentie, Z1ij @16 RS,

S 2 ral e Fal "
@26 R™. Kies I, ek%, T'n €95, Onder 91+ P, reSP. A@q verstaan

we de klassen waartoe f1+f2 resn, qu behoren, Onder (wq, @2)

verstaan we (fqﬁfg). Deze definities zijn toelaatbhaar wegens:
Stelling 4,3, $4F 9ps Ao, en (@1,<92) hangen niet van de
speciale keuzen van fq en f2 af,

Bewijs. Kies ook f% €9, fle ¢,. Dan is ”(f'+fé) (f +f ” <

2 1
S.”f%“fq” + ”fé“fgn =0, dus £i+f} en f,+f, behoren toc dezelf—

de klasse. En [|Af)- S SHEI PR Hf’ £, =0, dus Af% en hfq

behoren tot dezelfde klasse. Tenslotte is | (f £4)-(f, ){ =
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= t(f%’fé"fg) + (f%”fqﬁfg)lﬁ.”f%]‘°"fé‘fg"+ ”f%“fqil"|fﬂ‘=o°

Stelling 4.4, R® is een IP-ruimte.

Bewijs. We bewiljzen slechts dat (9,9)> O (9#0). Het is duide-
1ijk dat (9,9) >0, Als (9,9)=0, en als f¢ 9, dan is (f,f)=0,
dus ||f-0]] =0. Dus O€ ¢, zodat ¢ de nulklasse is,

P S ) , ;
Definitie 4,3, R” heet de samentrekking van R.

5. Hilbertruimten

Def.,5.1. Een rij fq,f29f3g... van elementen van een IP-ruimte
R heet een fundamentaalrij, als er bij elke € >0 een N is te

vinden zd dat

£, - £,1l<® voor alle n>N, m> 7,

=]

De rij heet convergent als er een fe R is met f_=—=7f
© n

(dus Hf»fn[!—»o)a Een convergente rij heeft slechts één limiet.

Stelling 5.1. Elke convergente rij is een fundamentaalrij.

A
Def.5.2. R heet volledig als elke fundamentaalrij convergeert.
Def.,5.3. Een volledige IP~rulmte heet een Hilbertrulmte,

Voorbeeld 5.1, Zij S een willekeurige verzameling, en HS de

collectie van alle complexe functies £ op S met de eigenschap

dat f(s) voor noogstens aftelbaar vele s € S van nul verschilt,
terwijl Z*ff(s)[2 convergeert (vgl., st.2.6).
Is nu f¢ HS’ g€ HS’ dan is ook A f+4+pg EHS, want

M

TIne(s) +eg(s)] P 22 2 e(s) v 2 v |7 5" [g(s) |7
(gebruik |* + P |2 = 2| *[®2|p |~ |« -B|?). En bovendien is

*r{s)g(s) absoluut convergent, want voor elke parti&le som

geldt "

(25, l8(s8(s )]} P T (s)]® - 2¥[(s)]”

door
(zie opm.2.3). Het is nu gemakkelijk in te zien dat/de defi-

nitie N o . 5

(f,g) = =*£(s) E(ST , dus ||£] % = =¥|e(s)i®,
q,€en IP-ruimte wordt. We bewijzen nu dat HS volledig is,
{ €

H
. v o . . ] . s i 2
Zij £,,f5;.., een fundamentaalrij. Dus ”fn”fmx]
als n> N(&), m >N(e), dus

FlE(s)-£,(s)] T < (n>n(e), m>N(e)).
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Hierin is s de sommatievariabele. Kiezen we een speciale

So €38, dan blijkt door beperking tot de term met 5=8 dat

£ (5) - £.(s)] 2<e (n>N(e), m>N(e)).

Dus de rij fq(so), fg(so),.,. is een fundamentaalrij van com-
plexe getallen, en derhalve convergent., Noem de limiet féso)o
Door dit voor elke 54 te doen, is f als functie op S gedefi-

nieerd, We laten zien dat ¢ HS° ZijJ {sqs.“g,sk l een eindig
deel van S, Dan 1is

21:1{ [fn(sj) - fm(sj)[2< e (n>N(e), m> N(e)).

Houd B seessBy, N €D E vast, en laat m -« , Dan blijkt

£ |£,(5,) - £(s)) ¢ ¢ (n>u(e)).

Kies een € en een n >N(¢), Dan is

Se (s) - £(s)] f< e,
omdat dit voor elke eindige deelsom geldt (dat er hoogstens
aftelbaar veel termen #0 zijn blijkt als in st.2.6). Dus
£ -f € Hy, en derhalve f¢Hg. Verder is ||£-f || ® < e. Dit
geldt voor elke e mits n >N(e)., We concluderen dat f - f.
De fundamentaalrij is dus convergent.

Opm,5.1. Als S eindig is (aantal clementen n), is HS de in
voorbeeld 2,1 beschouwde rulmte.

Opm.5.2. In het bijzonder interesseren we ons voor het geval
dat S aftelbaar is. Als S de verzameling der natuurlijke ge-
tallen is, stellen we HS door HO voor, De Hilbertruimte HO
bestaat dus uilt alle rijen van complexe getallen (aq,ag,,a,)
met Zlajf2 < oo, '

HO is bijzonder belangrijk omdat, naar later blijken zal,
elke separabele Hilbertruimte met Ho isometrisch is (zie def.
2.8).

Opmr.5.,3. Nemen we een willekeurige S, dan 1s in Hsyde volgende
, de collectie

S
van alle complexe functies f op S met de eigenschap dat f(s)

lineaire deelruimte R van bljzonder belang: Zij R

voor hoogstens eindig vele s € S van nul verschilt, Als S niet
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eindig 1is, is RS dus een echt deel van HS’ RS is een IP-ruim-
te (zie def.2.5), maar is niet volledig als S niet eindig is.
Elke f uit HS
een rij f,,f5,... (fke RS). Deze rij is een fundamentaalrij

in RS’ maar heeft geen limiet in RS als f bulten RS gekozen

is nl. gemakkelijk als limiet te schrijven van

is.
Rg
z.8. completering van R

ligt dicht in Hg, en daaruit volgt (st.6.3) dat Hy de

1S,
3 1

6. Completering van een IP-ruimte tot Hilbertruimte

In een IP-ruimte R behoeft niet elke fundamentaalrij een
limiet te hebben. Het zal echter blijken dat we R kunnen ver-
groten tot een ruimte waarin zulks wel het geval is. Wanneer
we deze uitbreiding "zo'zuinig mogelijk''nemen, zal blijken dat
zij eendulidig bepaald is op isometrie na,

De situatie is te vergelijken met ultbreidingsoperaties
in de algebra, Wanneer we een integriteitsgebied I hebben
(zoals dat der gehele getallen) dan kunnen we dat uitbreiden
tot een groter integriteitsgebied XK, waarin de deling steeds
mogelijk 1s (dus een lichaam). K is zo zuinig mogelijk, als
1 is dat I omvat en een echt deel van K is,
Fen dergelijke K heet een quotientenlichaam van I, Zign K en

er geen lichaam K

K' guotientenlichamen van I, dan is er een isomorfie tussen
K en K' die I elementsgewijs invariant laat. Bovendien geldt:
ligt I in een lichaam KO, dan is er binnen KO steeds precies
één quotientenlichaam van I,

Het ging hier om completering t.o.v. de deling, die in I
niet steeds mogelijk was. Een volkomen analoge situvatie ont-
staat bij een IP-ruimte, waarin het "nemen van de limiet van
een fundamentaalrij' niet steeds mogelijk is.

Def.6.1., Een Hilbertruimte H heet een completering van de IP-
ruimte R, als RcH, en als er geen Hilbertruimte Hq bestaat

met Rc:Hqc:H, H1¥Hu (De notatie Rc H betekent hier dat R een
lineaire deelruimte van de IP-ruimte H is, in de zin van defl.

2.5).

Is reeds bekend dat R in een Hilbertruimte H ligt, dan

is er gemakkelijk een completering aan te geven:
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Stelling €.1. Is R een deelruimte van de Hilbertruimte H, en
K de afsluiting van R t.0.v. H, dan is R een completering van

R.
Bewijs. R bestaat precies uit alle fe H die als limiet van

een rij van elementen van R geschreven kunnen worden (zie def.
3.1). Daarult volgt gemakkelijk (vgl. st.3.6) dat R een line-
aire deelruimte van H is., We laten nu zilen dat R volledlg is.
Is fq’f29°°° ecen fundamentaalrij in R, dan is het een funda-
mentaalrij in H. dus er is een f ¢ i met fn-efa Daar fne R,
zien we dat fe R=R.

Onderstel vervolgens Rc:Hqc:ﬁ, H,I een Hilbertruimte, Zij
feR, dan is daarbij een rij fq,fg,,,, met f €R, T - f. Deze
rij is een fundamentaalrij, ligt reeds in Hq, en heeft dus
een limiet in H,. Dus feH,. Derhalve is H1=ﬁ,

Stelling 6.2, Is R een IP-ruimte, H een Hilbertruimte, en RCH,
dan zijn de ultspraken "R gesloten t.o.v, H" en "R volledig"

gelijkwaardig.
Bewijs. Uit st.6.1. Is R gesloten t.o0.v. H, dan is R=R. R is
volledig, dus R ook,

Ts R volledig, dan is R een Hilbertruimte. Noem die evén

H,. Dan is RcH,cR, waarult volgt H1=ﬁ. Dus R=R.

1° 1
Stelling 6.3, Zij R een IP-ruimte, H is dan en slechts dan -
een completering van R als H een Hilbertruimte is waarin R
dicht ligt.

Bewijs. Is RcH, R dicht in H, dan is R=H, dus H is een com-
pletering (st.6.1). Zij nu Rc H, en H een completering van R.’

R is een Hilbertruimte. Noem die even L Daar RC:Hqc:H, vine

den we H,=H, dus R=H,

g
Stelling 6.4, Is RcH (R een IP-ruimte, H een Hilbertruimte),
dan is er slechts één completering H,1 van R met Rc:HchH, nl,
H1

Bewijs. Dat R een completering is, staat al in st.6,1. Zij

=R (afsluiting van R in H).

verder H1 een willekeurige completering, Rc:Hqc:H. Dus
ﬁf%ﬁﬁ (ﬁq 1 in H), zodat Rc H, (st.6.2).

R ligt dicht in H, (st.6.3), zodat E>H,. Dus R=H,.

is8 de afgluiting van H 1

1
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Tot nu toe onderstelden we dat R in een Hilbertruimte
lag, We laten nu dit gegeven vallen, en willen niettemin de
existentie van een completering aantonen.

Stelling 6.5, Elke IP-ruimte R bezit een completering.

Bewijs., We zullen construeren: een Hilbertruimte H met een
deelruimte L.dicht in H, en een isometrie tussen L en R, H is
dus een completering van L, en daaruit volgt direct een com-
pletering van R, nl. de ruimte die ontstaat door in H alle
elementen van L te vervangen door de corresponderende elemen-
ten van R en hetzelfde te doen in alle relaties f+g=h,

Mf=g, (f,g)= o (voor zover die elementen uit L bevatten)., Dit
komt dus alleen op naamsverandering neer,

Zij K de collectie van alle fundamentaalrijen uit R. De
som van twee fundamentaalrijen (f,,f,,...) en (gq,gg,.,‘)
(fieR, gieR) defini&ren we door (f1+g1,f2+g2,,,.), en het
scalaire product A(fq,fz,..,) door (qu,hfg,,.,). Het inwen-
dige product dezer fundamentaalrijen defini&ren we als

lim (f_,g ). Deze limiet bestaat, want uit
n-—o0 @ N°7N

|(Fpoen)=(fsen) | < e F e IE=En L+ 8,11 lley-8y ]

volgt gemakkelijk dat de rij (fq,gq)s(fg,gz),o,, een fundamen-
taalrij van complexe getallen is. Het is nu niet moeilijk te
bewljzen dat K een zwakke IP-ruimte is,

71j H=K®(de samentrekking van K, zie def.lt.3. Bij deze
samentrekking worden de naar nul convergente fundamentaalrijen
tot het nulelement van H samengetrokken), Dus H is een IP-ruimte.
Het element van H dat bij de samentrekking uit een ¢e K ont-
staat, noteren we door @S,

Voordat we de volledigheid van H aantonen geven we eerst
L aan, Voor f¢R zij ¢, de fundamentaalrij (f,f,...). Schrijf
(@f)szhf. De gollectie van alle hf’s noemen we L, L is een
linealre deelruimte van H, en de afbeelding f—»hf van R op L

is een isometrie ((hf,hg)=1im(f,g)=(fgg))P

. L ligt dicht in H. Zij nl, hel, h=o0°, 9=(f,,f5,...)€ K,
en zij €>0, Kies N(e) z6 dat]]fn»me<e: voor n >N(e), m> N(&).
Kies een m > N(e) en stel f =g. Dan 1is
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2 .
= lim (fn“gyfn‘g)s

n - co

I n-ng

en daar ||f_-gl|| <e is voor n>N(e), is deze limiet ¢ e 2. Dus

}lhuhgngﬁ » terwijl h, e L. L ligt dus dicht in H.
Tenslotte laten we zien dat H volledig is, Zi]

n(1) n(2) . cen fundamentaalrij uit H. Kies bij h'®) cen
e(n)e R, zd dat

(RS NES R

(dit kan, daar L dicht in H ligt). Nu is ook h ,h 5o
(1)°7,(2)

een fundamentaalrij, en het is voldoende aan te tonen dat
deze nieuwe rij een limiet heeft (h(q),h(g)y,,. heeft dan de-
zelfde limiet).

Wegens de isometrie tussen R en L geldt || he-h, || = f-g|l .
We concluderen dat (f(q),f<2),.,.) een fundamentaa%rij in R is.

~

Noem die 9, en zij h= ¢, Nu is

=gy ¥ = 25 el gy 2,

m — oo

en dit is < als n voldoend groot is, Dus h (n)'%h’ qg.e.d.
: i

Stelling 6,6, De completering van R is op isometrie na eendui-
1c Hq, REC:HQ, H,1 en H2 Hilbertruim-

dig bepaald, M.a.w, als R
ten; Rq dicht in Hq, R2 dicht in Hg, en R1 isometrisch met Rz,

dan kan die isometrie tussen R,1 en R2 tot een isometrie ftussen

H,I en H2 worden voortgezet,

Bewijs, Is hqe Hq,

vinden die naar hq
Rq, Daarmee correspondeert (via de isometrie) een fundamentaal-

dan is daarbij een rij elementen uit Rq te
convergeert, Dit is een fundamentaalri]j in

rij uit RE’ Daar Hy volledig is, convergeert deze naar een
element h2 van Hgo Een tweede rij uit R,1 die eveneens naar hq
convergeert levert ons dezelfde h2 op (dit is in te zien door
de beide rijen tot één rij te mengen). We hebben zo een af-

beelding van H, in H2° Daar elke fundamentaalrij uit R2 hier-

1

bij*aan de beurt komt, is het een afbeelding van H1 op Hza

Dat het een isometrie is volgt direct uit st.3.6. Dat deze

een voortzetling van de gegeven isometrie tussen Rq en R2 is,

is direct in te zien door fundamentaalrijen (f,f,f,...) te

bekijken.
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7. Kwadratisch integreerbare functies op een maatruimte

Stelling 7.1. De in voorbeeld 2.2 genoemde IP-ruimte R der cone

tinue functies op [0,1] is niet volledig.

Bewijs, Zij f(x) gedefinieerd door f(x)=1 (0 x<%), f(x)=
= 0 (3<x<1), zodat f niet tot R behoort., Er is =zchter een rij
dat

functies fne R aan te geven met de eigenschap

[ 2
o I£(x)-£_(x)
mentaalrij in R is. Had doze een limiet g €R, dan zou

ax - 0O, Daaruit blijkt dat fq,fg,... een funda-

1
f; ff—g[g dx=0 zijn, gat onmogelijk is: Is g(3)#0, dan is er een
a>% te vinden met . lfug{g dx > 0; is g(5)#1 dan is er ecen ana-
1
loog resultaat met’Zesn b <3,

Opmerking 7.1. Wanneer men 1.p.v., continue met Riemann-integreer-

bare functies werkt (waartoe echter nog moet worden samengetrok-
ken door z.g. "nulfuncties” met nul te identificeren), dan kan
men op analoge wijze de onvolledigheid laten zien. Enerzijds kan
dat gebeuren door een onbegrensde f te kiezen metfﬁqif(x)lgdx < o,
bijv, f(x):x"q/B; anderzijds door een begrensde £ ° te kie

die niet Riemann-integreerbaar doch wel Lebesgue-integreerbaar
is,

Opmerking 7.2, Met beaulp van Lebesgue~integralen komt men ech-

ter wel tot een Hilbertruimte. Vooruitlopend op het resultaat
beschrijven we even de situatie: L,([0,1]) is de collectie van
alle meetbare functies f op [0,1] die de eigenschap nebben dat

1 1
j; ]f(x)]gdx < =, We definidren (f,g) doorjh f(x)g(x)dx. Deze L,

is geen IP-ruimte, want (f,f) kan =0 zijn © zonder dat =0 is.
(f,£)=0 betekent datj ’f(x)]gdx=03 of dat £ bigna overal nul is.
Door samentrekking onfstaat een IP-ruimte en dat is in dit geval
een Hilbertruimte,

Hetzelfde resultaat kan worden verkregen als we het inter-
val [0,1] (met gewone Lebesgue-maat) vervangen door een wille-
keurige maatruimte,

Wij zullen echter een geheel zelfstandige weg volgen, waar-
bij we de resultaten van de maattheorie niet gebruiken: de inte-

gralen ‘zullen worden ingevoerd door middel van completering van
een IP-ruimte,.
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Opmerking 7.3. Ter geruststelling kan worden vermeld dat de in

st., 7.1 genoemde IP-ruimte dicht ligt in de in het begin van opm.
7.2 genoemde Hilbertruimte,

Definitie 7.1, Z2i) X een willekeurige verzameling. Een niet-lege

collectie T van deelverzamelingen van X heet een semiring als,
voor elk paar AeT, Bel, zowel de doorsnede A/ B als het ver-
schil A B als een disjuncte som van eindig vele verzamelingen
ulit T kan worden geschreven. (Hetzelfde geldt dan automatisch
voor de vereniging A B),

Voorbeeld 7.1. X=(~w , «); I bestaat uit 1° ge lege verzameling,
en 2° alle halfopen intervallen (a,b] (-w< a<b< ).

Opmerking 7.4. Def. 6.1 is iets beperkter dan de overeenkomstige

in de cursus Lebesgue-integratie (Eindhoven 1957-'58, verder met
LE aangeduid, def, 1.1.5), doordat "aftelbaar vele" door "eindig
vele" is vervangen, Voor de practijk is def.7.1 echter ruim-
schoots voldoende,

Definitie 7.2. Een functie u die aan elke A€l ecen gegenerali-

seerd getal p(A) (met 0K u(A)< = ) toevoegt, heet een maat op
T, als w(#)=0 (¢ stelt de lege verzameling voor), en als voor
elke disjuncte splitsing A= %:1 Ag (AeT, AieI’) geldt p(A)=

= Z? H(Ai). (4 heet dan totaal-additief),

Definitie 7.3, Voldoen X, I' en pu aan de eisen van def.7.1 éen

def,7.2, dan zeggen we dat (X, T , 1 ) een maatruimte is.

Voorbeeld 7,2. Zi1j X een deelinterval van (- o, o ), en ' de col-

lectie van alle ralfopen deelintervallen (a,b] van X, plus de
lege verzameling., Z1j g een re8le (overal eindige) monotoon niet-
dalende functie op X, en definiger u door u((a,b])=g(b+)-g(a+).
(Met g(b+) wordt de rechterlimiet van g in b bedoeld), Dan is

(X, 7, 1) een maatruimte (Stieltjesmaatruimte., Zie LE blz.14 en
blz ,.66).

Definitie 7.4. Zij (X, T ,u ) een maatruimte. Onder een speciale

trapfunctie verstaan we :i=2en functie die een lineaire combinatie

(complexe coefficiénten) van eindig vele XA 's is, waarin

slechts Ai's optreden met eindige maat ( ‘is de karakteris-

X
A

tieke “functie van A: XA(X)=1 als xe€ A, en anders 0), De collec-
tie van alle speciale trapfuncties stellen we door T voor (vgl.
LE blz.0, daar werd echter T* gebruikt i.p.v. T).
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Is te T, t= b, X, (eindige som), dan defini&ren we
i
fX t(x)du = by u(Ai). (Gemakkelijk is aan te tonen dat deze
definitie onafhankelijk is van de voor t gekozen splitsing in
karakteristieke functies, vgl. LE blz.42),

Stelling 7.2, Met de triviale definitie van som en scalair pPro-

duct wordt T een lineaire ruimte., Is verder tqe‘T, t2 €T dan
ligt ook tts (d.1. de functie die in een punt x de waarde
tq(x)t2(x) aanneemt) in T, Defini&ren we

(bqstp) =] 6,()TR)an

dan wordt T een zwakke TIP-ruimte.

Opmerking 7.5. Het woord"zwakke" mag niet worden weggelaten,
want het kan gebeuren dat I' niet-lege A's bevat met maat O.
Definitie 7.5. De samentrekking van T noemen we TS, en de com-
pletering van T° stellen,we doon:LQ(X,I‘, ® ) voor.

Opmerking 7.6, De elementen van deze L2 zijn abstract gedefini-
eerd (zie st.6.5), en stellen dus nog geen functies op X voor.
Het moeten ook geen functies worden, maar zekere equivalentie-
klassen van functies (vgl. opm.7.2). We zullen nu dus eerst een

equivalentiedefinitie voor functies op X geven.

Definitie 7.6, Zij (X, T, u) een maatruimte., We zeggen dat een
deelverzameling S van X de maat O heeft (notatie i (8)=0) als
er bij elke €>0 een rij AisApse.. (AyerT ) 1s te vinden met

o0

[ee)
A, S, L op(By) <e.
1=1 1

Stelling 7.3, Heeft elk van de verzamelingen Si (i=1,2,...) de

maat O, dan heeft ook de vereniging de maat O.

Definitie 7.7. Twee op X gedefiniBerde functies 1‘.‘,I en f2 heten

equivalent als de verzameling van alle x met fq(x)¥f2(x) de

maat O heeft. (Men zegt dan ook dat f=f, (p.p.), of dat fq—fgz
bijna overal nul is), Deze equivalentie-relatie is symmetrisch,
reflexief en transitief., De collectie van alle equivalentieklas -
sen stellen we door @ voor,

Opmerking 7.7. Met de voor de hand liggende definitie van som

en scalair product wordt ® een lineaire ruimte,

Opmerking 7.8. Zijn t1 en t2 trapfuncties die worden geidentifi-

ceerd bij de samentrekking van T tot TS, dan zijn ze ook equiva-
lent in de zin van def.7.7.
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We zullen nu L2(X ' ,u ) in & inbedden.
Stelling 7.4, Is tq,t t3,... een fundamentaalrij in T, dan is
er een deelrij die voor bijna elke x convergeert. Dit wil zeg-

gen: er zijn natuurlijke getallen N,505,...5, €0 €T is een S cX
met u(S)=0 26 dat voor elke x eX- S de rij tnq(x),tne(x),...
convergeert,

Bewljs. Kies n, zd4 dat ne>n (als k>1 is) en zd q§t

1 6,,-t, 11 < 272K 15 voor alle m2n,, n2n. . Dit legt de deelrij
vast. Gemakshalve nummeren we deze opnieuw: we vervangen tn

. -2k k
door t,. Nu is dus [[t, .-t ] <2

Z1j a positief, t €T, ||t <a2. Eriseen eindig aantal dis-
Juncte A, e T' aan te geven op elk waarvan t(x) een constante
waarde %O heeft. Op sommige A, 's kan [t(x)] >a zijn, maar daar

[ ]t(v l du <a4 is, is de som van de maten dezer Ai's kleiner
dan a“, Stel de vereniging dezer A;'s door U(t;a) voor,

Als x zo gekozen is dat tq(x),tg(x),,,ﬁ niet convergeert,
dan is oneindig vaak |t ., (x)-t, (x)]|> 27K, dus x 1igt in onein-
dig vele der U, wearin Usz(tk+1—tk;2"k). Voor elk natuurlijk
getal N geldt dus dat dé verzameling der x waarvoor de rij
divergeert,kan worden overdekt door de vereniging van U UN+1,a., .
Dit is een vereniging van aftelbaar vele A, eI‘, en de som der

= +2 -oN- 2+... » De ultzonderlngsverza—

maten van deze Al is <2~
meling heeft dus de maat O.
Stelling 7.5. Zij g e Ly(X,T, b ). Kies een rij s.,8,,... (8;6T°)

met |[s,-g|| »0. Kies ult elke s; een t;€ T, Kies van t,,b,,...

een deelrij die voor bijna alle X convergeert, en noem de 1li-
miet f(x) (definieer bijv. f(x)=0 als de limiet niet bestaat).
Zij 9 de equivalentieklasse van £, Dan is g onafhankelijk van
de zo&ven gemaakte keuzen, De toevoeging van g -9 1s een
lineaire een-eenduidige afbeeldlng van L2 in ¥. Bij deze_af—
beelding gaat elke s¢ T in zijn eigen functieklasse over (nl.
in de klasse van t, als t een willekeurig element van s ié),
Bewijs. Dat ¢ niet afhangt van de drie gemaakte keuzen blijkt
als volgt. Zij (na het aanbrengen van een nieuwe nummering)
HS -8l = 0, |[sy'-gll = 0, tyesy, ty'esy', t,(x) »£(x) (p.p.),

’(x)-»f‘(x) (p D.). Noem sl«sl =5;", t;-t;'=t,". Dan is
“Si”” -0, dus |t “(x)] dp =0 en t,"(x) » £(x)-£'(x) (p.p.).
Door op een deelrij over te gaan kunnen we bereiken dat
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by

j{ti"H <277+, Deze rij mengen we met nullen: ti”,O,tz”,O,t “"’.gﬁ
Stellen we deze door VysVpsVgse.. VOOL, dan geldt][vk+1—vkﬂ 2" .
Volgens het bewijs van st. 7.4 blijkt nu dat vk(x) bijna overal
convergeert. Daaruit volgt dat tk”(x) bijna overal naar nul con-
vergeert, dus f(x)=f'(x) (p.p.). Dus f en f' liggen in dezelf-
de klasse.

De lineariteit van de afbeelding g- ¢ volgt gemakkelijk
uit het feit dat t,(x) -f(x) (p.p.) en ti*(x)—»ff(x) (p.p.)
impliceren dat Aty (x)+A't, '(x) - Af(x)+ Aer(x) (p.p.) (st.
7.3).

Het kost enige moeite om de een-eenduidigheid van de af-
beelding aan te tonen. Daartoe moeten we laten zien: Is
t,stp.... een fundamentaalrij in T, en is ti(x)-a 0 (p.p.),
dan_is f|t. || - O.

Neem het tegendeel aan. Dan is er een p >0 zodat oneindig
vaak HtiH>'pﬁ Door op een deelrij over te gaan bereiken we dat
het voldoende is om een tegenspraak te verkrijgen ult de gege-

Itiu >1 (alle i),

vens: tqﬁtz,... is fundamentaalrij,
tiix) - 0 (p.p.).

Door weer op een deelrij over te gaan kunnen we bereiken
dat ||y -t,]] +{]t2—t3H +... convergeert, vgl. het begin van het
bewijs van st.7.4., en door daarvan cen beginstuk weg te laten
T

bereiken we een nieuwe rij t die voldoet aan

/‘5 29.9.»

16411575 16461l + ll5p=tgll +...< %, 5,() =0 (0.0.).

Daar tq een trapfunctie is, is er een eindige M>0 met
]tq(x)[s_M(Xe X). En er is een eindige disjuncte som S=HZ?Aj
(Ajer‘) zo dat tq(x)=0 als x buiten S ligt, terwijl ZT4;(AJ)=
t,ll>1 1s M>0, K>O0.

74 t; e T gedefiniecerd door t;(x)=min(]t1(x)!,,,,5ltn(xﬂ ).
Dan is Mg_ﬁg(x)_zt;+1(x), £¥(x)= 0 (p.p.), tX(x)=0 buiten 3, en
ltX]l >5. Dit laatste blijkt als volgt:

=K (o 15, Wegens

Er(x) + o (x) - to(x)[+ oon + o, 4 (x)-t ()] 2 [6,(x)] .-
‘ (alle x),
dus '

*

Hepll + [loq-toll +o oot Nty gty 12101041 -
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. L
Zij S de verzameling van alle x €8 waarvoor t;(x)< (8k)™=2,
Dan is

T <NE 1P

<k.(88)7 7 4 (Y«;L(sn))aMg
Sn is een disjuncte som van elementen van I', onder u(Sn)
wordt de som van de maten daarvan verstaan). Dus
w(s,) < u(s)-(8u%)".

We hebben S,]c:Sgc:S3
bijna elke x¢ S in één der S,- Zij A

C... . Hegens t:(x) - 0 (p.p.) ligt

/lgAgjeo-
waarvan de vereniging de uitzonderingspunten bedekt, met

een rij (AieP)

E‘l(Ai) <(8M2)—4, Nu wordt de gehele S overdekt door

Aq,Agy,.. P 81,82\ Sq, 83' SE""’ s

en de som der maten van deze stukken is < p(S). Dit is in
strijd met het feit dat p totaal-additief is (tot nu toe werd
steeds slechts de additiviteit gebruikt, hier wordt voor het
eerst de totaal-additiviteit uitgebuit).

Hiermee is de éénéénduidigheid aangetoond, Tenslotte
gaan we na wat er met een s e T® gebeurt. s 1is een klasse van
trapfuncties die twee aan twee equivalent zijn in de zin dat
het absolute kwadraat van hun verschil de waarde nul heeft
(zie def.7.5). Om het beeld van s in % te vinden mogen we
§=8

=5 nemen. Zij t een trapfunctie uit s, dan kunnen

/‘ 2=.°.
we de fundamentaalrij t,t,... gebruiken; deze convergeert

overal naar t. Het beeld van 8 is nu de klasse van alle func-
ties f met de eigenschap dat f(x)=t(x) (p.p.). We vinden bo-

vendien (wat ook gemakkelijk direct te bewijzen is):

Als tqu, tQET dan is

jm(x) - to( ) [Pan=0 & £ (x)-ty(x) = 0 (p.p.).

Definitie 7.8. Daar Lo(X,T,t) als completering van T° toch

slechts op isometrie na was gedefinieerd, mogen we aan de ele-
menten ervan nog een concrete betekenis geven: elke g ELQ(X,Pﬁu}
interpreteren we als de in st.7.5 daarmee corresponderende 9,
Daardoor 1s een deelruimte van & tot Hilbertrulmte gemaakt,

waarin T overal dicht ligt.
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Opmerking 7.9. Eigenlijk zijn de elementen van T geen ele-

menten van & , Voortaan moeten we onder een element van T
verstaan: een klasse van functies op X die bijna overal ge-
1ijk zijn aan eenzelfde speciale trapfunctie.

Definitie 7.9. Een op X gedefinieerde complexe functie T

heet kwadratisch integreerbaar (t.o.v, I' en #) als f tot een
en f2 kwa -

equivalentieklasse ¢ ELZ(X,P,p) behoort. Zijn f1

dratisch integreerbaar, dan defini&ren we de Lebesgue-inte-
graal van qué door fq(x)fgixidu =(¢15W2)9 waarin 9,9,

de met fq,fg correspo%derende klasgsen zijn. We zullen 1.p.v.
(@1,¢2) ook wel (qufz) schrijven (na deze definitie vormen
de kwadratisch integreerbare functies een zwakke IP-ruimte).

Opmerking 7.0. Van hieruit kan de theorie van de Lebesgue-

integralen geheel worden opgebouwd, Het 1is echter vervelend
dat voor dit doel de ruimte X nog in stukken moet worden ge-
knipt en ook functies in stukken moeten worden gesplitst.
Dit zou in mindere mate nodig geweest zijn als we de comple-
tering van de metrische ruimte 7% hadden uitgevoerd met de
afstandsdefinitie j}t]du i.p.v. met (J]tlgdu)%,

Definitie 7.10, Is EcX, en is XEc:LQ(X,P,p), dan heet E
meetbaar, en de maat van E definieren we door p(E)zl[XE|l
(als Eel', dan stemt dit met de oude definitie overeen). Een
disjuncte som van zulke E's wordt ook meetbaar genoemd, en

als maat wordt de som van de maten van deze stukken genomen
(de maat kan dus oneindig zijn).
Opmerking 7.11. We noemen nog een paar dingen die gemakkelijk
o} , .

. Is £ €Ly, feL2,||f~fnlLeO, dan is er
een deelrij der f—fn die p.p. convergeert. 2 . Is AiEP »

m : m .
L, “(Ai)< o0, Ej meetbaar, EcEC...C I, p(Ai), dan is ook
lim E, meetbaar. Hieruit volgt dat de meetbare verzamelingen
een sigmaring vormen (LE blz.10). 39, 1Is fel,, f regel, a
regel, dan is de verzameling der x met f(X)> a een meetbare

af te leiden zijn: 1

verzameling.

&
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8. Orthogonaal complement
Definitie 8.1. Als R 'en R,
wordt de verzameling van alle f€R, met f |R (d.w.z. ©| g voor
alle ge R) het orthogonale complement van R in R,1 genoemd ,
Notatie R,leR.

IP-ruimten zijn, met Rc:Rq, dan

Steliing 8.1. Rqei%jﬁ een lineaire deelruimte van Rq, die ge-~

sloten is in Rq.

Bewijs, Uit fqin, fQJ_R volgt direct dat elke lineaire combi-

natie van f1 en f2 loodrecht op R staat.

Zij nu f e€R,oR (n=1,2,...), f,=feR,. Voor elke ge R
is (fn,g)=o, dus (f,g)=0, Dus £ | R, zodat fe R, o R.

Stelling 8.2. Als R de afsluiting van R in R, is, dan is

R,‘ «eRxR,l 2 R.

Bewijs. Als f_| R, dan ook f_ R, Als 7| R, dan is (f,g)=0 voor
elke ge R, dus ook (f,g)=0 voor elke g€ R.

Stelling 8.3. Als Rc:Rq, en R volledig is (dus een Hilbert-
ruimte is), dan is

R, =R + (qu;R) (directe som), en

R, @ (R ,eR) = R.

BerJS. Zij fe Ry €n d inf Hf g“ . we kiezen een rij g,,855...
: €

met g €R, ||f-g || — d. Op grond van de betrekking

e lingngl® = 20m, 1%+ 2 il

gl

voor elementen qu"g van een IP-ruimte (= formule voor de lengﬁe
van een zwaartelijn in een driehoek) geldt

e, -, ]I° = 2 Hf-gnHQ v 2|l r-g)l” - le-g, + g I

Daar || f-%( 8,78, Ml 2 d is, vinden we dat bij gegeven & een N
kan worden bepaald z6 dat voor n >N, m >N geldt

)2 _ g 2

| Hgn—gml] < 2'd+8) + 2{d+e = Bed + he ?,

Bijgevolg is gq,ggg.,, een fundamentaalrij. Daar R volledig is,
is-er een-g<€ R met 8, - g.*We zien nu dat Hf gH_ 1im Hf -8, SI_
We kunnen nu aantonen dat f-g_|R. ZlJ nl, h €R, dan is voor alle
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complexe getallen M

le-g +anll® 2 fle-gll®,

dus A (f-g,h) + a(h,f-g) + Ihlg(h,h) 20. Door A=-e(f-g,h) te
kiezen vinden we dat 8{(f—g,h){E(B(h,h)»Q)g_O, dus door ervoor
te zorgen, dat € >0, e(h,h) <2, vinden we dat (f-g,h)=0,

We hebben nu aangetoond dat elke f¢ Rq te schrijven is als
f=g+(f-g) met ge R, f-ge¢ R, R. Dit kan maar op één manier, Is
nl, ook f=g'+(f-g'), g'e€R, f-g’el{1efh dan is g-g's=
=(f—g')—(f—g)ef{1afh dus g-g'l R, dus g-g' | g-g', dus g-g'=0.
Nu is bewezen dat Rq directe som van R en Rqs-R is,

De tweede bewering volgt hieruit gemakkelijk. Zij f ERq,
f‘_L(R,]@R). We splitsen f=g+h, g €R, he (R,]GR). Aangezien
5J~(R14»R)3 is nu ook fng=h~L(R19~R), dus h_|h, dus h=0. Dus
feR. Omgekeerd geldt: als fe¢ R dan is fj_(R14>R).

Opmerking 8.1, Men kan zich afvragen of althans het tweede ge-
deelte van st.8.3 (dat uit het eerste deel volgde zonder van de
volledigheid van R gebruik te maken) ook uit andere veronder-
stellingen bewezen kan worden. Men kan proberen

1°, R gesloten in R, (als R volledig is, is dit automatisch
vervuld), doch dit blijkt niet afdoende te zijn (voorbeeld 8.1).
Ook kan men proberen de voorwaarde

2°. R

1 is een Hilbertruimte.

Als R gesloten is in R,» dan is R volledig (st.6.2), zodat st.

8.3 kan worden toegepast. Als R niet gesloten is, is Ra'g(Rq'gR)¥R?
want het linkerlid is wel gesloten (st.8.1). Dus ook 2° is niet
afdoende. Wel geldt echter, als R,l een Hilbertruimte is, dat
Rqe-(Rq-eR)zﬁ, want R, e(Rqe~ﬁ)=ﬁ, aangezien R volledlg is (st.

6.2), terwijl R,l@ﬁ-_-R,leR (st.8.2),.

Voorbeeld 8.1, We beschouwen de numerieke Hilbertruimte Hy (zie

opm.5.2). Daarin nemen we de deelruimte R1 van alle rijen
(aq,ﬂe,e.a) waarin slechts eindig vele o'z van nul verschillen
(zie opm.5.3). Kies in H, een element dat buiten R1 ligt, bijv.
b=2"1,2'2,2"3,,,.). Neem nu R={f|f €R,, (f,0)=01} .

R is gesloten in Rqe Want als fnejR, £, ~f, f‘eRq, dan 1s
(fjb)=1im(fn,b)=o, zodat f €R. We laten vervolgens zilen dat
Rq.@Rﬁo (zodat de uitspraken van st.8.3 niet doorgaan). Zij
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geR,oR. Dus geR,, zodat g de vorm (aq,,,.,an,0,0,..,) heeft,
Kies nu h=(%1’°°°’an’“n+1’o’o’°°‘) z4 dat (h,b)=0 (neem

o - - _n 3 E = °
O pq="2 % =2 =2 aq)p Nu is h €R, en (h;b)=0, dus heR
Daar g eRq4;Rj is (g,h)=0. Wegens de speciale vorm van g en h
is (g,h-g)=0, zodat nu (g,g)=0, dus g=0.

9. Orthonormaalsystemen,

We zetten de beschouwingen uit §2 voort (st.2.4 en verder).
Definitie 9.1. Een orthonormaalsysteem Q in een IP-ruimte R
heet volledig, als Le(Q) (zie def.2.6) dicht ligt in R (het
woord "volledig" i1s hier gebruikelijk, ofschoon het niets te
maken heeft met het in def.5.2 en verder gehantecerde begrip).
Stelling 9.1. Elk volledig orthonormaalsysteem in een IP-ruimte

is maximaal.

Bewljs. 19, Z2ij Qc R, Q een volledig orthonormaalsysteem., Z1j
feR, £]Q, ||f]] =1. Voor alle ge L (Q) is nu (f,g)=0, dus

=g l[*= i 1P+ |ll° > lI£]]°=1. Daar L_(Q) dicht ligt in R is er bij
elke e>0 een g €L (Q) met [f-gl|[<e ., Dit levert voor e =1 een
tegenspraak op. Dus Q is niet uit te breiden.

Stelling 9.2. In een Hilbertruimte is elk maximaal orthonormaal-
systeem volledig. En elk onvolledig orthonormaalsysteem kan tot

een volledig worden aangevuld,

Bewljs. Zi] Q1 een orthonormaalsysteem in de Hilbertruimte H.
ZiJ H, de afsluiting van Le(Qq) in H, dan is H, volledig (st.
3.2, 30 en st. 6.2), en Qq is een volledig orthonormaalsysteem
in H, (want Le(Qq) ligt dicht in H,. Volgens st.8.3 is nu H een
directe soms H=H,]+H2 (ook H2 is een Hilbertruimte, volgens st.
8.1). Is Q, niet volledig, dan is H1¥H, dus H,#0. Er is dan een
feH,, ||[fl] =1. Daar fJ~Q1 is, concluderen we dat Q,
maal is., Daarmee is het eerste deel van de stelling bewezen.

niet maxi-

"Kies" in H, een maximaal orthonormaalsysteem Qo (st.2.5).
Nu vormen Q1 en Q2 samen een orthonormaalsysteem Q in H, 'Zij
feH, £]Q. Splits f=f +f,, £ € H,, fy€ Hy. Dan is £, Q,,
f2_LQq¢ Wegens f£] Q is fJ_Qq, f,ng, zodat nu ook quLQq,
fg_LQQ. Daar Q, en Q, maximaal zijn in H, resp. Hy, is f,=r=0,
dus f=0. Dus Q is maximaal, en derhalve volledig.
Stelling 9.3. Zij Q een orthonormaalsysteem in een IP-ruimte R.

Dan zijn de volgende vier voorwaarden onderling equivalent:




HR 27

(1) Q is volledig.

(2) Is feR, en zijn Aqspsees de aftelbaar vele elemen-’
ten van Q met (f,qi)¥0, dan is Z?(f,qi)qi - f (n =),

(3) 1Is feR, dan 1s [ £]° = 5o (r,0) %

(4) Is feR, g €R, dan 1s (f,8) = (% (f,q)(g.qd].

Bewijs. (1) »(2): Kies een f€ R en een ¢ > 0. Daar Q volledig
is, is daarblj een element s van Le(Q) te vinden dat tot f een
afstand <e heeft, Laat M het kleinste getal zijn zo dat Ay
niet in deze lineaire combinatie voorkomt, Z1j nu N >M,

Schrijf s nu als lineaire combinatie van een eindig aantal g's,
waaronder ook qq,...,qN voorkomen (voeg zo nodig nieuwe termen
met coefficient O toe), maar Apggq 2Oy o e niet. Door nu alle
coefficienten te vervangen door de overecenkomstige Fourier-
coefficienten, krijgen we s's zlg(f,qi)qi met ||s'-f]| <e (st.
2,7). Dit geldt voor alle N> M, waarmee nu (2) bewezen 1is,

(2) » (1) is triviaal,

(2) % (3): Volgt direct uit Iff—2§(f,qi>qillg= HfHE—z}i](f,qi)
(zie het bewijs van st.2.6).

(4) = (3) is triviaal (neem g=f). (3) - (%) blijkt door (3) af-
zonderlijk toe te passen op f+Ag en op f-Ag en dan het ver-

‘2

schil te bekijken:

rf,8) +r2{F,8) = i@ (*(f,a)Tgsa) + 2 (F;q)(g,a)).
q €
Neem nu achtereenvolgens A =1 en A=1, enz,
Stelling 9.4. (Riesz~Fischer). Zij H een Hilbertruimte, en Q
een volledig orthonormaalsysteem. Als er aan elke q€Q een com-

plex getal a(q) is toegevoegd zodanig dat qgQ[a(q)!2< w , dan
is er een f€ H z4 dat voor alle g€ Q geldt (f,q)=¢ (q).
Bewijs, Laat qq,qz,,.. de hoogstens aftelbaar vele g's zijn
met «(q}#0.

Neem f = Zg_qa(q&)q,. Den is f,,f5,... een fundamentaalrij,
P +p 2 ) : c s

want an+p“fn“ = I la; ["<e als n voldoend groot is. 21§ f

de ,limiet van deze rij. Dan is (f,qk)= 1lim (fn’qk)= a(qk), want

n - o

(fn’qk): a(qk) voor alle n >k.
Voor een ge Q die niet onder dqsQps e voorkomt, 1is
(f,q)=1im(f_,q) =0,en ook «(q)=0.
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Stelling 9.5, Zij Q een volledig orthonormaalsysteem in de
Hilbertruimte H. Dan is er een isometrie tussen H en HQ (zie

voorbeeld 5.1), waarbij elke g correspondeert met de op Q ge-
definieerde functie die 1 is in g en O is in alle andere ele-
menten van Q.

Bewljs. Voeg aan elke f ¢ H de functie Pf toe, die op Q is ge-
definieerd door Pf(q)=(f,q), Uit st.2.0 volgt dat PpeHy.

De afbeelding f-an is isometrisch (st.9.3. 40)‘ Uit st.9.4
blijkt dat elk element van HQ minstens één keer als beeld Voors
komt, zodat onze afbeelding een isometrie is (vgl. opm.2.6).

We hebben de existentie van zen volledig orthonormaal-
gsysteem in een Hilbertruimte bewezen (st.9.2) met behulp van
het keuzepostulaat (zie st.2.5). Voor IP-ruimten hebben we
het in het geheel niet bewezen, Voor separabele IP-rulmten

kunnen we het echter bewlijzen, en wel constructief.
Stelling 9.6. Is R een separabele IP-ruimte, dan is er een

(eindig of aftelbaar) volledig orthonormaalsysteem, En als F
een eindige of aftelbare verzameling is zd dat Le(F) dicht
ligt in R, dan 1s er een volledig orthonormaalsysteem Q met
L,(Q)=L_(F).

Bewijs. Zij R separabel;, en zij f .. €en rij die dicht

T
/}3 29‘
ligt in R. Laat uit deze rij fk weg als fk lineair afhanke-

lijk is van T f We houden over een rij 8458050005

/]’oo-_v k-,]o
met nog de eigenschap dat Le(G) dicht ligt in R, en Le(G)=Le(F?
(G stelt de verzameling {gq,geg..,} voor, F de verzameling

{fq,fg,,a.i).
We gaan nu orthonormaliseren (volgens het z.g. proces van

Schmidt) :
a, =8,/ lleqlls

h2 = 82 - (gzﬁq./])Q/] P G_2 = hg/”hgz B

= g3 - (g3sq/’)qq - (g35q2)q2 9 q3 = hB/HhBH 5

w
1

Nu is Q={q1,q2y...} een orthonormaalsysteem. Voor elke k is

Le({84s--+58,1) = Lo(faqs.oosay }),

zodat L (Q) = Lo (G) = L (F). Dus L.(Q) ligt dicht in R, dus
Q is volledig (def.9.1).
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Stelling 9.,.7. De numerieke Hilbertruimte H (zie opm.5.2) is

gseparabel,
Bewijs. In HO beschouwen we de deelverzameling F bestaande ult

alle (“1’“2’“3’“°°) met de eigenschap:

Re «
k
t o
vele %, 's £ 0,

Nu is F aftelbaar, en ® ligt dicht in Ho'

en Im o, rationaal (k=1,2,...), en slechts eindig

- 3

Stelling 9.8. Is H cen separabels Hilbertruimte, Gan is H Of

eindig-dimensionaal of izsometrisch met H-
Bewijs. 8t.9.6 en 5t.9.5 (als Q aftelbaar is, zijn HO 2n HO

isometrisch).

P

L a lg(i s

Opmerking 9.1. He

t is in een separabele IP-ruimte in he
meen niet waar dat elk orthonormaalsysteem tot een volledig

P

orthonormaalsysteem kan worden aangevuld (in een Hilbertrulmte

is dat wél waar: st.9.2). Neem nl. de R en R, uilt voorbeeld 8.1,

en kies in B een volledig orthonormaalsystee; Q (dit kan we-
gens 5t.9.6). In R, 1" er geen enkele vector g met |ig!] =1,
g | R. De enige mogelijke "uitbreiding" van @ is dus Q zelf.
Maar @ is geen volledlg orthonormaalsysteem in Rq, want
WCR’:R%R,]. A

 We geven enkele voorbeelden van ruimten met aftelbare
orthonormaalsystemen,

Voorbeeld 9.1. Zij R de ruimte van alle continue functies op

Kal

0<% <1, en laat het inwendige product van [ en g gedefinieerd

z1ljn door rA
(f,8) = m(x)7(x)g(x)ax,
70

waarin m(x) een begrensde positieve continue functie is (m(x)
mag ook nog wel in een paar punten nul zijn). Z2ij G de verza-
meling der functies ﬂ,x,xgjxs,.“j zodat Le(G) de verzameling
van alle polynomen is. L (G) ligt dicht in R, want bij elke
feR en elke &> 0 18 een polynoom p te vinden met
|£(x)-p(x)] <& (0<x 1), zodat ,

le-oll? = [ 'mix) [2()-p(x) | 2ax < 2 [ m()axs

R ,

O

&

Uit st.9.6 volgt nu dat er ecn volledig orthonormaalsysteem Q
is z6 dat elke g€ Q een polynoom is. Uit het bewijs van st.
9.6 is nog af te lezen dat er bij elke gehele n)» O precies één
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.5 dis ¢e graad n heeft.

K2
N
W

€Q

Voorbeeld 9.2. Zij (X,T,p ) een maatrulmte (zie d

e
aan dat er cen aftelbarc collectie Apshgse.. is (A
er bij clke Ae T en bij elke 2> 0 een index i be

A‘\Aﬁ en Ay ™~ A belde een maat <e hebben. Dan is Lg(t) separabel,

want de mct de A.'s opgebouwde tranfunctics liggen dicht in de

o

collectie van alle trapfuncties, en deze ligt weer dicht in
Lo(X). Blijkens st,9,6 is er nu in LE(X) een volledig ortho-
normaalsysteem dat geheel uit trapfuncties bestast.

. . . - . 2 Tnix
Voorbeeld 9.3. De lineaire combinaties der functics e ,

(n= O,Tﬁyrpg..u) liggen dicht in de ruimts R van 311@ continue

functies op 0 <x <1 (met het inwendige product]ﬁ f(x)g(x)adx),
, , s 290 ;

en ze vormen ccn orthonormaalsysteem. Helt is dus een volledig

orthonormaalsysteem, ook voor de L (fO 11) die door complete
ring uit R ontsta&at,

We zullen 8t.9.4 toepassen op begrensde lineaire functio-
nalen in een Hilbertruimt— |

Definitie 2. Ezn lingaire functionaal L in een IP-ruimte R

9.
is ecen linea
elke ' €R 1is
= aL(f)+pL(g),

L heet begrensd als er een getal M>O0 is zo dat
|L(f) | <Mljr]] voor alle fe

ire afbeelding van R in het complexe vlak: voor
(f) een complex getal, en steeds is L(af+ Bg)=

Stelling 9.9, Is L een begrensde lineaire functionaal in een

Hilbertruimte H, dan is er een g e¢H zd dat L(f)=(f,g) voor alle
f E HB

Bewijs. Z1j Q een volledig orthonormezlsysteem. Laat Agseeesdy
een elndig deel van Q zijn. Door |L(f)| <M||i]! toe te passen

op = 22 Liqk)qu vinden we dat

2
<M z?|Lqu)]2

ZglL(q
2

dus z?]L(qP)! §_M2, Daar dit voor elk eindig deel van Q geéldt,
blijkt dat qgQ]L(q){2< © , Volgens st.9.4 is er nu een ge H
met (4,g)=L(q) voor alle qeq,

7ij fe H, Kies ¢ >0. Dan is er =en k, die een lineaire
combinatie is van eindig vele q's, met ||f-k|| <&, Het is duide-
11jk dat IL{k)=(k,g). Verder is
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FL(f) - L(k)] = |L(f-k)|<Me,
I(fxg) - (ksg)ll = }(f"ksg);igﬁgn s
dus |L(£)-(f,8)] £ e (M+ |lg]]). Wegens de willekeur van & blijkt

nu dat L{7)=(f,g).

Opmerking 9.2, We vermelden nog een paar feiten die zonder

veel moelte te bewljzen zijn., (1) In een IP-ruimte R is een
lineaire functionaal dan en slechts dan begrensd als hij con-
tinu is (d.w.z., als £ = L(f) een continue afbeelding is.

(2) Als R en R,
dan is elke begrensde lineaire functionaal in R op precies

IP-ruimten zijn, Rc Rq, en R dicht in Rq,

7/

é¢én manier tot ecn begrensde lineaire functionaal in R. voort

te zetten, !

Het 1is niet moeilijk om voorbeelden van onbegrensde
linealre functionalen in onvpiledige IP-ruimten aan te geven.
Neem bijv. in de ruimte deg Continue functies op {0,1]
L(£)=(3).

In een Hilbertruimte is het minder gemakkelijk om voor-
beelden te vinden,
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10. De stelling van Banach-Steinhaus.

Definitie 10.1. Een afbeelding T van een lineaire ruimte R

in een lineaire rulmte R' heet een lineaire transformatie
als T(Mf+pg)=ATI+ pTg voor alle f,g ult R en alle complexe

getallen A, u.

Definitie 10.2. Zijn R en R' IP-ruimten (of algemener: genor-
meerde lineaire ruimten), dan heet de lineaire afbeelding T
begrensd als er een getal M> O bestaat met!{TfﬂngHfl}voor

alle £ uit R.
Het kleinst-mogelijke getal M wordt de norm van T genoemd,
We duiden die met ||7] aan. Dus || Tl = sup||T¢]| = sup WE%@
]| =1 FeR
£#0
Voorbeeld 10.1. Nemen we voor R! de ruimte der complexe getal-
len, dan krijgen we de begrensde lineaire functilonalen (uit
def.9.2),
Stelling 10.1. De lineaire functionaal T is dan en slechts dan

begrensd als zij continu is.

Bewljs. T begrensd, dan is er bij elke € een & te vinden zd

dat || Tf-Tgl/<e voor alle f,g met || f-gl] <&. Men neme & =e¢/!|T
Is T continu, dan is T in het bijzonder continu in de

E

oorsprong, dus er is een getal & z6 dat ||f-0|l<d garandeert
l£-0 |} <1. Mu is voor alle g: |iTgll = & ~|lg] h%i§1>ngb“4ﬂgﬂ,
(pas het voorgaande toe met f=dg/ld| ), dus T is begrensd (met

»

i

norm 56"1),
Stelling 10.2. (Banach-Steinhaus). Laat V.een verzameling van

begrensde lineaire transformatiesvan een Hilbertruimte H (of
algemener: een Banachruimte) in een lineaire ruimte R' zijn.
Neem aan dat er bij elke f¢ H een getal Cr20 bestaat z4 dat
HTfH_ng voor alle TeV, Dan is er een getal C> 0 z4 dat
||Tf|| <C||£|} voor alle feH, T eV,

M.a.w.: als ||Tf]|/!|f]] bij vaste Te V begrensd is voor alle
f (£f#£0), en bij vaste f begrensd is voor alle Te V, dan is die
uitdrukking begrensd voor alle f en T,
Bewijs. Als er een "bol" B in H is (B={f|fe€ H, Hf»fOHS_r} (> 0))
z6 dat ||Tf|| begrensd is voor alle TeV, fe B, dan zijn we klaar,
want voor alle ge H 1is

Tg = llelr T (2(rre ) - m(£,)).
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Neem nu aan dat er bij elke bol B en elk getal N een f ¢B
en een TeV bestaan met ||Tf|]> N. Wegens de continuiteit van
die T is er nu een bol B'c B zd dat ||Tf]|> N voor alle f eB!',

We gaan nu ult van de eenheidsbol qu en kiezen quv en
B,C B, z6 dat Hqul|>1 voor alle [ € B,. Vervolgens een T,€V en
een Byc B, met HTgf[|>2 voor alle f€ By, enz. We kunnen er gi-
makkelijk voor zorgen dat de straal van B kleiner 1s dan n .
Is fn het middelpunt van Bn' dan vormen fqgfg,,,, een funda-
mentaalrij met limiet £, Zij f daarvan de limiet, Wegens
l£,-2 1 <0™ (k> n) gelas ||£-r || <n™", dus £ eB_ voor alle n.
Nu is [T f]| >n, in strijd met het feit dat HTan_ng (alle n).

We geven enkele toepassingen:

Stelling 10.3, Laat V een verzameling van begrensde lineaire
transformaties van de Hilbertruimte H in zichzelf zijn. Bij
elk paar fe H, geH is er een Ce e z& dat !(mf,g)|$ Co , vooOr

g
alle TeV. Dan is er een C (onafhankelijk van T) z4 d t |7 <C

voor alle Te V.

Bewijs. Bij vaste ge H, T €V is de transformatie f = (Tf,g)

een begrensde lineaire functionaal, want

| (Tf,e) || Te e (lelikll Tl - . Volgens st.10.2 (bij elke

g afzonderlijk toegepast) is er nu een Cg met |(Tf,g)|< C
We concluderen dat bij vaste £ en T de transforma01e

g »(Tf,g) een begrensde lineaire functionaal is. Deze geven we

met LTn gan. Zij W de collectie van alle LTf‘s die ontstaan

door alle f met [|[f|l <1 en alle TeV te nemen. Voor elke g

geldt dat ng] begrensd is als I de W doorloopt, want

| (Tf,g) |< C Hf|] Weer volgens 3t.10.2 vinden we nu dat

|Lg| <C il voor alle Le W, ge H, met een C die niet van L of g

afhangt. Dus [(Tf,g]| < C||f]-llz]! voor elle TevV, fecH, g eH,

We passen dit toe met g=Tf:

Izel|® <clell -lee |, avs |Tell< clie]) .

Daar dit voor alle fe H geldt, is [|T]|< C.

Een andere toepassing van de stelling van Banach-Steinhaus
is op de zwakke convergentie:
Definitie 10.,3. Een ri}j fq,fg,c.,
heet zwak convergent naar fe H, als voor elke ge H geldt dat

f eH; H is een Hilbertruimte
n

(f,.8) = (f.8).
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Voorbeeld 10.2. Laat {qq,qg,n,,} cen artelbaar orthogonaal-

systeem in H zijn. Dan convergeert A, zwak naar 0. Voor elke
gcH is nl. zl(g,qn)!2<co (st.2.6), dus a fortiori (g,q )= 0.
Stelling 10.4, Elke zwak convergente rij is begrenzd.

Bewljs., We mogen aannemer, dat f=0. De transformatie g-— ;T
J s n

is voor elke n een begrensde lineaire functionaal, en bij
vaste g 1is (g,fn) begrenad (zelfs convergent, masr dat gebrul-
ken we niet). Dus er is een C met[(fn,g)}j;CHgH voor alle n

en alle ge H. Door nu g=f_ te nemen, blijkt dat an{[gc.

Als derde toepassing van 5%.10.2 geven we
Stelling 10,5. (Hellinger en Toeplitz). Laat T een lineaire
afbeelding van de Hilbertruimte H in zichzelf zijn, en neem
aan dat T hermitisch is, d.w.z. (Tf,g)=(f,Tg) voor alle f,g€H,

Dan is T begrenszd.

Bewljs., We kunnen het begirip van 8t.10.3 herhalen. We hebben
dan nog maar één T in V., De conclusie van het eerste deel van
het bewijs laten we nu niet op de hegrensdheid van T rusten,

maar op

el .

(20,8)] = [(£,78) | < [elf-ligl = c,-

11. Trigonometrisch momentenprobleen.

Als o« (x) voor 0< x <1 monotoon niet-dalend en begrensd is,
kunnen we in elk geval voor functies f(x) die op 0 x<£1 con-

|
tinu zijn, de Stieltjes-integraal | f(x)dc(x) beschouwen.
We kunnen dit op grond van de > definitie van Stieltjes

doen, maar ook door aansluiting aan voorbeeld 7.2 en def.7.9.
De maat van een interval (a,b] (0 <a<b<1) bedraagt
a(b+)-a(a+). Als f continu is op [0,1], is er (op grond van de
uniforme continuiteit) een rij trapfuncties t,‘(x),tg(x),,.°
die uniform naar f(x) convergeert (0<x <1). Daaruit volgt dat
deze rlj een fundamentaalrij is in de zin van de op deze Stiel-
tjesmaat gebouwde L,. (Merk daartoe op dat |t(x)|<e (0<x< 1)
impliceert dat (t,t)rgeg(a(1+)—a(o+)); zie 8t.7.2). Dus f¢€ Lo,

en ,| f(x)da (%) kan gedefinicerd worden als (f,1)(zie def,

(051]

71.9; met 1 wordt de functie bedoeld die identiek gelijk aan.

is, het is dus een trapfunctie).
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De

D

o

®
.ot
5]
l__l
l.._l

o)

D

f x" da (x) (n=0,1,2,...) worden de Stiel-
(051]

tjes-momenten van o genoemd. momecntcenprobleem behelst de

ict
vraag of o gevonden kan worden als deze momenten gegeven zign.
Het kan ook voor (0, «] en (-w, o) i.p.v, voor (0,1] worden
gesteld, Wij stellen nu de overecenkomstige vraag voor de Cri-

gonomztrische momenten

[ ooy
(11.1) b= ) T da (x) (n=0,41,42,...),
(0,1]

die bij de theorie der unitaire operatoren in een Hilbesrt-
rulmte optreden,
Stelling 11.1. Laat N een natuurlijk getal zijgn, en

P2 P o_ypqere-es Py complexe getallen. Verder zij o (x) mono-

toon niet-dalend en begrensd op (0,1] . Dan is

(11.2) >‘ )

Bewljs. #et linkerlid bedraagt
e S N . 2
' e 2n(n-m)ix [ 27nix
J TIe, pp, © ( )ix le (%)= | | = P, e | dafx).
14 x A
(0,11 (0,1] -x
Dit is dus een inwendig product van een element van Lp met
zichzell, en dernalve 20.

We zullen in deze vparagraai laten zlen dat ook het omge-
keerde van st.11.1 geldt, d.w.z., als de un’s getallen zijn met
de eigenschap dat (11.2) geldt voor alle N en alle stellen p's,
dan 1is er een begrensde monotoon niet-dalende functie o(x)
waarvoor (11.1) geldt.

e N II D £ T
Stelling 11.2. Zij P(egnlm)=> pyedﬂlkA
_J.‘ I/[ .

20 voor alle re&le x, Dan is er een tri-
2nix 2nixy | 2
S)= (e )|

gen trigonometirisch

polynoom met P(egﬂlx)

gonometrisch polynoom Q(x) zo dat P(e voor

alle reéle x,
Bewijs. We mogen aannemen dat pN¥OB D W¥O° Noem 62“1X=
p(e2™1%) ' ' .

N -3 .
= ﬁ pkzkszz ‘(zmaq)..,’cme+m)c Daar P(z) redel is

1

voor |z{=1, hebben we

_ o= =M= = — e e\ =
P(z)=P(z) = Dy Z (Z wq),..(z aN+M)‘pNZ 1waqz)..,(1 v_wﬁ)‘
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We constateren nu dat o €en @k“q dezelfde multiplicitelt neb-

en
ben als nulpunten van P(z). Daar P> O op de¢ eenheidscirkel,
hebben de eventueel op die cirkel gelegen nulpunten een even
multipliciteit. Stellen we nu de binnen de cirkel gelegen nul-

5

punten en de helft van de op de cirkel gelegen nulpunten door

(X‘/] 09005 G'K VOOP, dal’] iS N"F].\ '—:2-_}<:,j cn

.,,(znzng),

P(Z) = pNZ (Z._D(/l)ﬂﬁv(Z«U.I{-)"(Z"OC,]

Nocm nu Q(z):(z-oﬁ,‘)”,(zwcz{)° Dan is

1a(2)] 2 = 2% p(2)

2

met ecen zekere constante ¢, Ult het gegeven volgt nu ¢ 20, K=M.
Definitie 11.1. De lineaire ruimte die besztaat uit alle trigo-

nometrische polynomen worde met R aangeduid. R ( 28D, R ) be ~
2nix

tekent de deelverzameling van alle P ¢ R met P(e ) rebcl
(resp. niet-negatief) (0 x <1). Als PeR,, Q€R, betekent P20
dat P-Q ¢R_. . Dus P> O betekent PeR__, of P(x)2 (0<x<£1).

Stelling 11.3. Laat pn(n=0ﬁiﬂ,0,,) zodanig zegeven zijn dat

voor alle N,p aan (11.2) 1s voldaan. Op R wordt de lineaire

functionaal L gedefiniserd door

N N 711
) . _on g 2ninx
L(P) 25‘ Py g als P(‘-’L WX) ::Z'V[ Pn€ )

=M - -1
Dan geldt
1 L(P)>0 als P> 0,
2°. L(P) is retel als PeR_,
3%, L(P) < u_max P(c°"HE) (PeR.),
0<% <1 :
Tix
40, |L(P)| < w max |P(e” )| (PeR).
0<x1
- Y 2nix . ‘2 o —
Bewijs. 1°. Als P> O, z=e , dan is P(z)=|Q(z)|" met Qe R
(st.11.2). Dus, als Q de cocfficiénten g g2+ sl heeft:
5 TK o X — omi(nen K K
IQ(Z)I =) ) a9, © i(n m)X’ L(P)= % qu‘qmul’l—m
N=-K Cl=-K : n=-K m=~K °

LS

en uit het gegeven betreffende de U 's volgt dat L(P)2> 0.

2°. Als PeR,, dan P=P,-P,, P, 20, P, 20; nu kan 1° worden

toegepast,
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30° Zij PeR oo M=max P(e

L(P)< mL(1)~m4¢ . Merk op dat u_ >0, want uozL(ﬂ) en 150,

2r lK). Dan is m-P >0, dus
419, pas 3° toe op P en op -P.

Stelling 11.4. 2Z1] P €R., Q, €R, (n=1,2,...), en

P,‘ZPE_}_..,}’O) qu_Qg;,..g_o
Dan bestaat 1im(Pn(egniX)an(ezﬂiszé(x) voor elke x, en

lim L(Pn'Qn) be?taat. Wordt ¢ (x) op dezelfde wijze benaderd
door een rij P O*, dan vinden we veor lim L(P -Qf) weer de-
zelfde waarde, We duiden die waarde met L(p) aan (als ¥eR,

is deze definitie niet in strijd met de bestaande). Als 2(x)>0
(0K x<1), dan is L{¢)> 0.

Bewijs. L(P ) 2L(P5) 2> ... >0, dus lim L(P,) bestaat. Evenzo
bestaat 11m L(e, ) Laac nu P -0 -9 , Pé-Qg'@<b, en 9(x) <d(x)
(0<x<1). Kies >0, m>0, Zij V_ gedefinieerd door

- — 1l

Vn - (z l P (e¢ﬂ1x>+@;(62nix)zgm(62n1x)+ P*(GQﬂlX)+ e},

Daar Pn’ enz. continu zijn, is elke Vn compact. Daar boven-
dien V,lDV2 ,,)VB.; v es
x die in alle Vn bevat is. Het laatste geval is uitgesloten,

is of V. leeg op den duur, of er is een

want dan zou

2nix 2nix 2nix 2nix
) ) > (e )( )

+P +€ 2

lim (Pn(e

n - oo

*
+Qn(e >Qm

> lnm (qQ (e )+P

m - oo
zijn, in strijd met het feit dat lim(Pn+Q;;)_g lim(Qn+P;), Dus
o . o % . *

vV, is leeg op dcnaﬁug?} zodat P_+Q < Q +P +e voor n >no(e,m),
dus L(Pn«Qhﬁ_gI(Pan‘)+€ . Laten we nu eerst n — oo, dan m — o ,
en daarna €-0, dan blijkt dat lim L(P_-Q_ ) < 1lim L(P}-Q7).

Als ¢ = ¢ , kunnen we 9 en ¢ verwissalen ¢cn dan komt er
het gelijkteken, Door ¢ =0 te nemen, vinden we dat ¢ >0 im-
pliceert L(¢)> 0. Als 9 e€R, dan kunnen we nemen P=9 ., Q=0,

en d&us L(Pn—Qn) - L(e). Als o >0, P -Q -9

Stelling 11.5. Zij & de verzameling van alle op (0,1] reé&le

functies ¢ die de eigenschap hebben dat er rijen P

Pas
1027
Qq,QE,,o. bestaan, in de zin van stelling 11.4, met
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2nix

gﬁix)-Qn(E ) - W(X) voor alle x., Dan is @ ezsn redle

Pn(e
lineaire ruimte, en daarop is L een lineaire functionaal.
Bewijs. Als P _-Q_ -¢, dan aP_-aQ_ -—a o (a>0),

laje -lalP —ae (a <0). In beide gevallen is gemakkelijk in
te zien dat L(ag )=aL(y). Als P _-Q -9 , ﬁ;-Qg -~ ¢ , dan is

P_+PI-(Q +Q) - 9+¢ . En L(9+¢ )=lim L{P +P;-Q -0 )=

=1im(P_-Q )+1im(P - )=L(®)+L(d).

Stelling 11.6. Zij 0<t <1, en @t(x)=1 (0 <x<t),
@t(x)zO (t <x<1). Dan is ¢, €.

Bewijs. Beschouw de functie ¢t(x)=1+x—t+[t—x] ([x-t] stelt
het grootste gehele getal < x-t voor)., Gemakshalve bekijken
We -0 < X< oo, wWaarin ¢t(x) periodick modulo 1 is. Laat n
eecn natuurlijk getal zijn. Dan is, voor elk natuurlijk getal
n:

~11+

bo(x) < & (x-27")2.277 ¢ g (x-27" ez 2 (alle x).

Er is nu een continue periodieke functic die tusszen

n -+

~fi - -+
@t(X«Q "yi2.2 en ¢t(x~2 " 1)

+2.2

ligt. Daar elke continue periodicke Tunctie uniform door

trigonometrische polynomen is te approximcrein, is e¢r ook een
trigonometrisch polynocom Pn te vinden dat tussen dic grenzen
ligt. Nu geldt P1
Aangezien P = by ¢Owt, blijkt nu dat Py €T,

_2?22 oo 20, en lim Pnzcbt, Dus ¢ €.

Stelling 11.7. 2ij 9, gedefiniecerd als in st.11.6 en o (t)
door a(t):L(@t) (0<t 1), Dan is @ begrensd en monotoon
niet-dalend en de p 's zijn de trigonometrische momenten van

o (zie (11.1)).
Bewljs. Als 0<s <t <1, dan is ¢ _(x) X @t(x) voor alle x, dus
L(@S)'gl(mt) (st.11.4), dus a(s) (t)
(0<t< 1), dus ¢ is begrensd.
Elke re&le trapfunctie f(x) (opgebouwd met behulp van

intervallen (a,b]) is als lineaire combinatie van functies

mt(x) te schrijven, zodat £ € @, En aangezien

e 820 = <01 < 300,
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zien we dat ook j’ f(x)d o (x)=L(f) voor elke trapfunctie .

(051]
Voor elk re&el trigonometrisch polynoom P is nu dezelfde rela-

tie te bewljzen, waut P is in te sluiten tussen trapfuncties

f en f+ ¢ . Derhalve is

L(f) < ofq}?(eznix)dtx(x)rg L(f+e)=L(f)+ ek .

Ook is (st.11.4) L(f) <L(P)< L(f+e). Zo bligkt dat

jt P(ezﬂix)d<x(x) = L(P).
(051]

Tn het bijzonder geldt met P(z)= 2"+ 0 z7";
9 eEﬂan+‘§ e-2nn1x)d<x(x):{}u + B .
(04 nt VHo

3

Door dit met & =1 resp., & =1 toe te passcn, vindt men (11.1).

Opmerking 11.1. Ons resultaat i1s nauw verwant met de volgende
stelling van Riesz: Is L een lineaire functionaal op de rulm-
te van alle continue functies op [0,1] , en is 2r een M zo dat
| L(£)| < M voor alle continue f met [f(x)] <1 (0<£xZ%1), dan

is er een functiec p(x), van begrensde variatie op [ 0,1], met

de eigenschap dat L(f)= £(x)¢ g (x) voor alle continue

. (051]

ffuncties T,

12. Hulpstellingen betreffende Lg.

We noemen een aantal stellingen over de LQ(X,F , B ) (zie def.
7.5, def.7.8 en def.7.9). De bewijzen laten we weg,
Stelling 12.1. 213 € Lo, | £, -f]l = 0. Dan is e
deelrij f_ ,f ,..., 26 dat voor bijna elke x geldt ¥
fq7 P2 Pk
(k »=).
Stelling 12.2. Laat f19f2,f3,f4 elementen van L2 zijn, en neem
aan dat fq(x)fgixﬂ=f3(x)f4(x) (p.p.). Dan is(fq,fg)z(fB,fa).
Deze stelling had aan def.7.9 vooraf moeten gaan,
Stelling 12.3. %ijy fe Ly, & €Ly, |7(x)] <1 (p.p.). Dan is ook
fge Ly (fg is gedefinieerd door fg(x)=f(x)g(x) (x€X)).
De volgende stellingen hebben betrekking op een Stieltjes-

een

(%) =£(x)

=iy

€Ly,

Lebesgue-maatruimte, vastgelegd door een monotoon niet-dalende

begrensde functie o (x) op (0,17 .




Stelling 12.%. Zij Lo=L,((0,1 ],
)

dan is er een h €L, met O <h(x

2
Stelling 12.5. Z2ijJ L2=L2((o,1],a
dat voor elk niet-negatiefl trig

st.11.2) geldt dat (Prf,g) >0 (

R fELzy g EI?, Gegeven 1s
onometrisch polynoom P (zie

Pf iz hetv product van de func-
(p.p.). En als (Pf,g)=0

ties P en ). Dan is f(x) g(x) >0
voor al deze P's, dan is £(x)g(x)=0 (p.p.)

13. Unitailre opscratoren,

Ea)

Iineaire transformatics van een Hilbertruimte in zichzell

noemt men vask operatoren,

Definitie 13.1. Een linesire afbeelding U van de Hilbertrulimte

” 3

H in zichze heet een unitaire operator als het cen isome-
trische afbeelding van H op zichzelf is (vgl. opm.2.6). De
isometrie wordt uiltgedrukt door (Uf,Ug)=(f,g) (alle f en g uit
H).

Voorbeeld 13.1. In Lg(ojoo) i3 de afbeelding [ —-g met

10}
>
il

f(x-1) als x> 1
0 als 0<x <1

g(x)
cen isometrischz afbeelding, doch geen unitaire (het beeld i1s
niet de gehele I,).

Voorbeeld 13.2. Laat 9 cen reéle meechare functle o 0, o
5

zijn. Definieer de afbeelding [ = g 1n L,(0, ) door
g(x) = f(x)el@(x) (0 <x <o),
Deze afbeelding is unitair.

Stelling 13.1, Is U unitair, d zijn ook Ug,UB,Do. unitair.

2
(U
unitaire operator V met UV=VU=I (=eenheidsoperator). Deze

lan
stelt de afbeelding f - U(U! ) oor. En er is precies één

wordt met U™ aangeduild.

2 u7,... is triviaal, Verder is het,

czwijs, De bewering over U
wegens de eeneenduidigheid van U, dulidelijk dat er precies

één. afbeelding V van H in zichzelf is die aan UV=VU=I voldoet,

en dat V een eeneenduidige afbeelding van H op zichzelf is, V
is lineair, want voor alle f,g,%, f 1is of+ pg=aUVLl+ BUVg=
=U(aVEf+ BVe), dus V(af+ Pg) =a VE+PVe. En V is isometrisch:
(ve,vg) =(U(ve), u(ve))=(f,g).
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Voorbeeld 13.3, Laat X een maatruimte zijn, en ¢ een éénééndui-

dige afbeelding van X in zichzelf, zb6 dat voor elke meetbare ver-
zameling E steeds ook ¢ (E) en m—q(E) meetbaar zijn (@_1 stelt

de inverse afbeelding voor, terwijl steeds p(E)= u(¢(E))=
=li(@'4(E)). In LQ(X) defini&ren we nu de operator U door

(ur)(x) = £(9(x)) (xeX).
Dan is weer Ufe Ly, en (Uf,Ug)=(f,g) voor alle f,g € L,. Want

(vr, ) = [£(o(x)) G aw = [ r(x) BTRY ak = (£6).

Deze U is dus weer unitair. Gemakkelijk is in te zien dat
(v"e) (x) = £l (x)) (x €eX, n geheel);

hierin is @n de n-voudig geitereerde afbeelding als n positief
is, terwijl ¢ " hetzelfde betekent als (—cp"/‘)n

Voorbeelden van ¢'s zijn: 1°. bij L2(—cm, m):iﬁ(x)=x+1;
27, bij Le(“ 0,0 )t 9 (x)=-%x; 3°. bij LE((O,W]):<9(X)=x+p-[ X+p ]
(p constant); 49 pij het euclidische vlak: ¢ = een beweging.

O

Definitie 13.2. Een unitaire operator U in de Hilbertruimte H
heet primitief als er een foe H is z6 dat de eindige lineaire

combinaties

-2
ccogU

-1 2
fO,U fo’fo’Ufo’U fo”“’
dicht in H liggen. We zeggen ook wel dat H door fo en U wordt
voortgebracht, of dat H primitief is t.o.v. U.

Voorbeeld 13.4, Laat o een begrensde monotoon niet-dalende functie

op (0,1] zijn. Daarmee vormen we de Stieltjes-Lebesgue-maatrulmte
uit voorbeeld 7.2 (met a=0, b=1, g=¢ ). De volgens def.7.5 op
deze maatruimte gebaseerde L, geven we met LQ((O,ﬂ],a ) aan. We
korten dit even af tot L,.

2
Als fe L2, definieren we Uf door

(Ur)(x) = e " e (x);

volgens st.12.3 is weer Ufe L,. En (Uf,Ug)=(f,g) (zie st.12.2).
Bovendien is U(L2)=L2, zodat U unitair is. Laat f  gedefinieerd
zijn door fo(x)=1 (0<x <1), dus f, €L,. De eindige lineaire

. . -1 . o
combinaties van ...,U fO,fO,Uf vormen nu de trigonometri-

Ojouu
sche polynomen., Deze liggen dicht in L2 (zie voorbeeld 9.3),
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Uit st.13.2 blijkt dat dit voorbeeld in wezen het meest
algemene voorbeeld van een primitieve unitaire operator is.

Stelling 13.2. Als H door fo en U wordt voortgebracht, dan is
er een monotoon niet-dalende begrensde functie o(x) op 0<x<£ 1,
z6 dat er een isometrische afbeelding ¢ bestaat van H op
LE((O,ﬂ];a)(vgl, voorbeeld 13.4), zddanig dat

9 (£)(x) =1 (p.p.)
o (UK2) (x) = ™% o (£)(x) (p.p.) (k=0,+1,...3T€ H, 0<x <),

k )_‘

Bewije. Noem (U foyfo =t .. Dan 1s er voldaan aan (11.2):
T“N:?N -t N — N 2

A\ e A n n

/o Mmooy Oy P = ; (u'f ,Umf oo H p . U'T ’ 20,
Lylygtnmntm 7/ o o 0 o n n- ~o

n -m,.N -m n-m o
want (U ,U'f )=(UT"0"f LU Umfo) = (0" _,f ) =y ,_, voor alle
gehele waarden van n en m,
Volgens st.11.7 is er nu een ¢ z4 dat
[’ 1 ~r
by = (kao,fo) = e? T Klxg o (%),
(031]

Laat Le de deelruimte van H zijn die wordt opgespannen door de
U%r  (k=0,+1,...), en R de deelruimte van Lo=L,((0,1), ) die
door de trigonometrische polynomen wordt gevormd. (Natuurlijk
worden nict de polynomen zelf bedoeld, maar de functieklassen
waarin trigonometrische polynomen voorkomen., Twee functies uilt
een klasse zijn p.p. gelijk. Het kan wel gebeuren dat twee ver-
schillende trigonometrische polynomen p.p. gelijk zijn, hoewel
de coefficienten verschillen),

Er 1s een linecaire afbeelding ¢ van Le op R die voldoet aan

k 2mikx

o (UF ) e,s waarin e, de functieklasse is die de functie e
bevat Daartoe behoeven we Slechtskaan te tonen dat een lineaire
N
relatles Oy ka =0 automatisch- o e k_O meebrengt. Inderdaad,

N —N
want _

Y'N" K. ) T‘N T’N n

i}ZL_N akU'LO =»“N L]Nilﬂ am'(U fo’Umfo) =
® T N— N

= a_a (U Mr ,f ) =

/-J—N SN n m 0’70

- N+ N r

) dy e )T e ()

Loy & -N (051]
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= f \\.Na egﬂinxlgd(‘«’(x)z
(031 ~-n 7
T N 2

=1/ %k
—=N
- N " — N

zodat ) ¢ U fO=O en) o ©,=0 equivalent zijn. Bovendien volgt

—-N —-N

uit de zojuist afgeleide formule dat ¢ een isometrie is,

We laten vervolgens zien dat R dicht ligt in L2, Daartoe be-
wijzen we eerst dat elke ¢t (zle bewijs van st.11.6) willekeurig
scherp door elementen van re R kan worden benaderd, in de zin van
kleine jr- ¢ |l . W bewezen bij st.11.6 dat er bij ¢, en =20 een
reR te vin?en is mgt r > by s j(rm ¢t)d a(x)<e, r(x)<2, Daaruit
volgt dat ‘j(rm ¢t)édcz(x)< 2e . Dus ¢, € R(=afsluiting van R in L) .
Door nu lineaire combinaties van @t's te nemen zien we dat ook
elke trapfunctie in R ligt (zie het slot van het bewijs van st.11.6;
het 1s duidelijk dat ook elke constante in R ligt). Daar L2 de
completering is van de collectie der trapfuncties, blijkt nu dat
ﬁeLQ,

De 1sometrie o tussen de IP-ruimten Le en R kan worden voort-
gezet tot een isometrie tussen hun completeringen H resp. L2 (st.
6.6)(dit kan op slechts één manier).

Tenslotte gaan we na wat ¢ U q_q in L2 uitricnt, Als ge R,

2% (x) (p.p.), asngezien dit geldt met
ke,

]

©U o9 ‘g=h, dan is h(x)=e

egﬁlkx, bij elke k, Want o U- anek= WU(kao)z(?(U o)=ek+1°

02
=
i

Als ge Ly, dan is er een rij {g

- ni met ”gn“%l!* 0, g.,€ R. Noem

g.=h_ s 2U 9 lg=n. Dan is lo ~bll - 0, daar de afbeeldingen
v sUs,p 1sonetrie&n zijn. Kies nu (volgens st.12.1) een deelri)
zodat (met nieuwe numme ring ) g (x)~g(x) (p.p.), hm(x) - h(x) (p.p.).
Aangezien hn(x)zeznlxgn(x), blijkt nu dat h(x):e271xg(x) (p.p.).

Nu is st.13.2 volledig bewezen.

Opmerking 13.1, Als H een eindige dimensie n heeft, is dat ook met
L2 het geval, Dan kan men ook tot de in 8t.13.2 genoemde isometrie

komen met behulp van de theorie der unitaire matrices. Laat

{qq,.,.,qn} een orthonormaalsysteem van eigenvectoren zign:

quzhqu% De edigenwaarden Xk hebberr alle de absolute waarde 1:
Me=exp(2nix ) (0< x, < 1). We hebben fo=0 7" (£,5q,)a,. Aangezien

L
fo en U de gehele H voortbrengen, blijkt nu dat alle (fo,qk)¥o zijn
en dat alle eigenwaarden enkelvoudig zijn. We beelden nu H isome-
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ftrisch af op de n-dimensionale numerieke Hilbertruimte Hn uit
voorbeeld 2.71:

E n a/‘ O{'n ®
s gy ToE)

(eQTfimX/] gnian) .

Nu is £ 5 (1,1,...,1), en Umfo <
Op (0,1] kiezen we nu de functie o (x) die in elk der punten
xq,.,,,xn de sprong 1 heeft, doch overigens constant is, Merk cp
dat in dit geval f(x)=g(x) (p.p.)niets anders wil zeggen dan
f(xk)=g(xk) (k=1,...,n). De bijbehorende L, wordt dus gevormd

door de functles die hoogstens voor X

50 989

1,...,Xn van nul verschil-
len. Deze L2 is isomeftrisch met H , als we afspreken dat g« L2
correspondeert met (g(xq),.,.,o( ))E H, . Het effect van U ip
deze L2 is inderdaad hetzelfde als vermenlgvuldlglﬁg meg 82 X,
Opmerking 13.2. We keren weer terug naar het algemene geval van
st.13.2. Laat u een getal zijn (O< u 1) waar «(x) een sprong
maakt, Dan is de functie £, gedefinieerd door f(x)=0(x#£u),f(u)=1,

Beschouw nl., de trapfunctie tn’ gedefinieerd
-

een element van Lo
als karakteristieke functie van (u-n~ ,u] . Deze tn’s v:rmen eenq
m-an = TR -alu-nT ),
en beide termen naderen tot a(u-) als m—ow , n-—w, En voor alle
x 1s t (x) = £(x). Dat £ niet het nulelement van L, is blijkt uit
het feit dat ||t || = (ut)- o (u-n""4) = o (ut)- a(u-) >0 als n = .
Dus ook ||f|] = a(u+)- a(u-). (Als u=1, moeten we onder o (1+) ge-

woon o (1) Verstaan).

fundamentaalrij, want als m>n, dan is ||t ¢ (u-m

De functie f 1is elgenfunctie van U, want volgens st.13.2 is
(Uf)(X):egnle(x)=e2ﬁluf(x)3 dus Uf:egﬂluf,

erinx in L2 in

het algemeen een orthonormaalsysteem vormen, Want fo en Ufo be -

Opmerking 13,3, Men denke niet dat de functies e

hoeven niet loodrecht op elkaar te staan.

We gaan nu naar het niet-primitieve geval,
Definitie 13.3, Laat H een Hilbertruimte zijn met unitaire opera-
tor U, Een deel QCH heet een orthogonale U-~basis als elke ge Q
van O versohllt terwijl voor 016 Qs q, € Q5 q1¥q2 en alle gehele
=0, Q heet maximaal als Q

getallen m en n geldt dat (U" q,,U qg)

geen echt deel van een grotere orthogonale U-basis is,
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Stelling 13.3. Als H een Hilbertruimte is met unitaire operator

U, dan bestaat er een maximale orthogonale U-basis.

Bewijs. In het algemene geval hebben we het keuze axioma nodig.,
Het bewijs kan nagenoeg letterlijk van dat van st.2.5 worden over-
genomen,

In het geval dat H separabel is kunnen we een constructief
bewijs geven. ZijJ fq,fg,,,, een rij adie dicht ligt in H. Zij T %O
Vorm de deelruimte H,l die de afsluiting is van de door Uqu
(m:O,iﬂ,iQ,,.a) opgespannen deelruimte. Neem K1=H9-H1, Z1ij m het
kleinste getal met f g H,lj en zij 8 de projectie van fm op Kq
(d.w.z. S Kq, f g qu), Laat nu g en U de Hllbertruimte H2
voortbrengen Dan is HQC Kq, want U 2 J_H wegens gm_LU (H1)° ZiJ
K=K ,@eH,. Z1j n het kleinste getal met fné H +#Hy, en zij g de
projectie van fn op Kz’ enz. Het is nu niet moeilijk te bewijzen
dat de rilj die zo ontstaat (waarvan fﬂ’gm’gn de eerste elementen
zijn) een maximale orthogonale U-basis vormt.

Stelling 43.4. Als H een Hilbertruimte is met unitaire operator U,
dan is H een directe som van deelruimten waarin U primitief is.
Bewijs. Kies een maximale orthogonale U-basis Q. Elke ge Q brengt
een deelruimte H_ voort (=de afsluiting van de deelruimte opgespan-
nen door alle UYq, n:O,iﬂ,..n), Deze Hq's staan twee aan twee lood-
recht op elkaar, Zij H' de afsluiting van de deelruimte die door

de Hq's tezamen wordt opgespannen. Dan is H'=H, want anders was erp
een fe¢ H, F#0, Qi_Hq (voor alle q). Dit laatste impliceert
kanLDqu, dus kamLHqu f zou dus aan de U-basis kunnen worden toe-
gevoegd.,

Is heH, en is h, de projectie van h op Hyo dan is ]]h H < o0
dus hq O met uitzondering van hoogstens aftelbaar vele a s Gesom—
meerd over deze aftelbaar vele, geldt dan h= qécg hq, Gemakkelijk
blijkt ook dat (h,h‘):q?céhq,hq'),

14, Spectrale multipliciteit,
We hebben in st.13.4 laten zien dat een Hilbertruimte met uni-

taire operator als directe som van primitieve deelruimten kan wor-
den geschreven, en st.13.2 gaf de werking van U in zo'n primitieve
deelruimte volledig aan. Deze splitsing in deelruimten is in het

algemeen op vele manieren mogelijk, We willen echter graag een
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kanonieke voorstelling van H hebben. In het geval dat H separabel
is kunnen we iets van dien aard verkrijgen door alle primitieve

componenten in eenzelfde Lz(@,ﬂ],a,) in te bedden,

Stelling 14.1. Laat L, en U de in voorbeeld 13.4 genoemde ruimte
resp. unitaire operator zijn. Zij H een U-invariante volledige
deelruimte van Lo (d.i. H is een Hilbertruimte, en Uhe€ H, U“qhe H
voor alle h ¢H)., Dan wordt H voortgebracht (in de zin van def,
13.2) door een f,elL, zo dat fq(x) op (0,1] slechts de waarden

O en 1 aanneemt (m.a.w. f,t is de karakteristieke functie van een
meetbare deelverzameling).

H=K. Laat f_ €L, gedefinieerd zijn door fo(x)=1
(f,eH, I,eK) volgens st.8.3.

Bewijs. Zij Lo

(0<x<1). Nu is fo=f,+0, (L, 5
Voor elk trigonometrischapolynoom P geldt dat Pf1 (d.i. het

product van de functies P(eEﬂlX)

tie van de Unfq(n=0,i1,..,) is, dus Pf, € H, dus (Pf,,f,)=0. Vol-

gens st.12.5 is nu fq(x)fg(x)=o (p.p.), dus fq(x) (1—f1(x))=0 (p.p.).

Door f_’,l nog op een verzameling van de maat O van waarde te veran-

en fq(x)) een lineaire combina-

deren, vinden we een fq die slechts de waarden O en 1 aanneemt.

We tonen nu aan dat de Pf, 's dicht in H liggen. Kies he H, ¢ >0,

1
Daar de Pf_ 's dicht in L, liggen, is er een P met “Pfo‘h”< £,

Elke U'f, staat loodrecht op elke h'€ H, want (U°f,,H)=(f,,U " n')=0
(daar ;| H, U "n'e H). Dus Pf, | h'. In het bijzonder is

Pfg_LPfq—h, Dus
ipr bl <Jl(pr-n) + pr ol =]l Pr_-nll <e .

Daarmee 1s de gewenste approximatie van h bereikt,

Stelling 14.2, Laat weer L, en U de in voorbeeld 13.4 genoemde
rulmte resp. unitaire operator zijn, en zij fo(x)=1 (0<% 1),

Laat verder H een Hilbertruimte zijn met unitaire operator V, en

laat H worden voortgebracht door V en ecen element fq_yan H, Neem
- L n

aan dat voor elke veelterm P in u en u | (d.i., P{u)=" npkuk)

geldt dat -

UL EOIN

Dan bestaat er een isometrische afbeelding ¢ van H op een deel-
ruimte H' van L, z6é dat ¢(Vh)=U¢ (h) voor alle he H, H' is U-in-
variant: U(H'):U"q(H')=H'.
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Bewijs. We construeren eerst een afbeelding ¢ van L2 in H. Als
fe L,, dan is er een rij P_'s met Pn(U)fo - £, Blijkens de gegeven
ongeliljkheid vormen de Pn(v)fq's nu een fundamentaalrij 1In H., De
limiet ervan noemen we <b(f)° Door van twee verschillende rijen
P's een "mengrij" te bekijken zien we dat ¢ (f) door f volledig
bepaald is, De afbeelding £ - ¢ (f) is natuurlijk lineair, Zij is
bovendien begrensd, want || ¢ (£)] = limlan(V)fq]]g Lim [P _(U)E ] =
=|| ]| . Z1j is echter in het algemeen nilet één-éénduidig, dus in
het algemeen niet isometrisch.

We maken vervolgens de afbeelding f — L(f):(d(f),fq)H voor
alle fe L. Dit is nu een begrensde lineaire functionaal op L,.
Volgens st. 9.9 is er een ge L, zé dat ((L(f),fq H=(f,g)L voor
alle feL,. | 2

Voor elke P geldt nu dat éi(x) 4T )H=(d:P(U)fO,f,‘)Hz(P(U)fO,gt2°
Als P zo wordt gekozen dat P(e )> 0 (O<)<§’D, dan is

(P(V)£,,£,)y2 O (we hebben dan immers P(e 2”ix)=lQ(egﬂix)Ig=

2ﬂ1x)Q(e«2niX)’ dus P(V)=Q(v" Q(V) dus (P(Y)fq,fq)q=
2Ttly) ,g)L > 0 voor

(e 27Il’(). 2 volgens

=yl e
=(Q(V)r,,Q(V)f,);20). Derhalve geldt dat (P(e
alle niet-negatieve trigonometrische polynomen P
st.12.5 is nu g(x)> O (p.p. ). We zullen evenzo aantonen dat
g(x)< 1 (p.p.). Met P(V)=Q(V™ )Q( ) vinden we (Q(V)f SQ(V )f ) =
=(Q(U)fO,Q(U)g)L23 en het linkerlid is hoogstens HQ u)f H
)=

Dus (Q(U)f,,Q(U)g) < (Q(U)f_,Q(U)Ef ), zodat (B(U)f_,f -8

=(Q(U)f_, Q(U)(f -g))2 0. Volgens st.12.5 is nu%g(x)ﬁ_ﬂ (p.p.).
Volgens st.12.4 is er een he L, met 0< h(x) <1, (h(x))2=g(x) (p. 1)

We gaan nu de IP-ruimte R, bestaande uit alle P(V)fq, afbeel-

den 1in L2 door een afbeelding ¢ , gedefinieerd door:

( Zﬁix)

P(V)f, - m(P(V)fq) €Ly, met @(P(V)fq)(x)=h(x)P e

v

1
Deze afbeelding is lineair. Zij is ook isometrisch:

(@(anq)’ W(meﬂ))LE = ‘[h(x)ezninx.h(x)e'gnimxdcx(x) =

g X)GERl(n—m)Xd(x(X)=(Unmmfosg)L =(Vn-mf 5T

&

il
—

n m
=V fﬂ’v 1)y

n+1f

Voorts geldt dat o (V.vPf, )= ¢ (V " hev o (VP r,).

4=

)
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De isometrische afbeelding ¢ van de zoé&ven genoemde IP-ruimte R
kan worden voortgezet.tot een isometrische afbeelding van H op
een volledige deelruimte H' van L, (zie st.6.6). De afbeeldingen
h - ¢(h) en h - U—qtp(Vh) stemmen overeen voor alle he R; aange-
zien het ilsometrieén zijn stemmen ze dus voor alle heH overeen,
Dus ¢ (Vh)=Ug¢ (h) voor alle he H. Hierult blijkt tevens dat
Ugp(h)e H', dus U(H')C H'. Door h te vervangen door V'qh, blijkt
dat o (h)=Ug (Vv Th), dus 0" V¢ (n)= o (v ). Dus ook UT(H')CH'.

Stelling 14,3, Laat Hk een Hilbertruimte zijn met unitaire opera-
tor v, (k=1,2,...), en laat elke H_ primitief zijn t.o.v. V.

Dan is er een monotoon niet-dalende begrensde functie a(x)

(0< x< 1) zo dat elke H, in Lg((O,ﬂ],m ) zodanig kan worden in-
gebed door een isometrie ¢, dat ¢, (V, h)=U¢,(h) (heH ). Hier-
in is U weer de operator gegeven door (Uf)(x):egﬂle(x).

Bewijs. Laat Hk worden voortgebracht door Vk en een element
f € H . Elk scalair veelvoud van f) (mits £0) brengt eveneens

Hk voort. Zonder beperking mogen we aannemen dat
o e]
Yol B o<,
~ k=" Hk
want dit is te bereiken door de oorspronkelijke fk's met vol-
doend kleine getallen te vermenigvuldigen,
Verder mogen we aannemen dat de Hk's los van elkaar staan, zodat

we de directe som H=H1+H2+... mogen vormen, In H definieren we

een unitaire operator V door

0 <) o0 2
v % h, = ? v, hy als h € H_, a [n " <.
Beschouw nu de volledige deelruimte H' van H die door
f1+f2+.,.=f wordt voortgebracht, en construeer volgens st.13.2

de Lg((O,1];<x)s isometrisch met H', z4 dat V in H' correspon-
deert met de in de stelling genocemde U uit Lz, Nu voldoet elke
H, aan de voorwaarde van st.14.2, want

P(V)f= %P(Vk)fk, dus [|e(v e lI<IB(V)l =] p(U)E ]l &
als weer fo(x)=1 (0<% 1). Toepassing van st.14,2 levert nu het

gestelde,

Beschouw nu een willekeurige separabele Hilbertruimte H met

unitaire operator V., Splits H als directe som van aftelbaar vele
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t.,0,v., V primitieve deelrulmten: H=H1+H2+.,. . In elke Hi is nu
V een unitaire operator, Volgens st.14.3 1s er een Lg((Osﬂ],a)
waarin alle Hk’s kunnen worden ingebed, z6 dat V §teeds met U
correspondeert (U is de vermenigvuldiging met egﬂlx). Het beeld
van Hk bij deze inbedding 1s een U-invariante deelruimte Hk' van
L2, en kan dus volgens st.14.1 worden voortgebracht door een fk
die slechts de waarden O en 1 aanneem?b,.
Zij E, de verzameling waarop fk( x)=1. Splits E, in disjuncte stuk-
ken Ekﬂ""’Ekk’ waarin Ekj ) :
enuin precies j-1 der Eq,,.., K1 voorkomen, Zij E = %;ﬁEkj,
E(J) is dus de verzameling van alle x' en die in minstens J der
Ek‘s voorkomen, Dus E(1)2>E(2)3

Onder LQ(E,G) zullen we, als E een (t.0.v., ) meetbare ver-
zameling is, de deelruimte van Lg((O,ﬂ],a) verstaan van alle func-
ties die nul zijn buiten E. Met deze notatie is Hk'=L2(Ek,c) en
dit 1s de directe som L,(E kq’a)+"°+L2(Ekk’a> Dus H is isome-

trisch met de directe som > L (E, .,%)= % T L,(E, .,%)=
., k=1 j=q ° KJ j=1 k=y 2 K
= 2 LE(E(J),m). We hebben dus:
J=1
Stelling 14,4, Als H een separabele Hilbertruimte is met unitaire

operator U, dan is er een monotoon niet-dalende begrensde functie
a(x), en een riJ t.o.,v., o meetbare deelverzamelingen E(q)ﬁ E(g) oo
z6 dat H isometrisch is met de directe som LE(E( ),a)+L2( (2), U) b aoes
terwijl de directe splitsing h=h4+h2+.,o van een he H steeds mee-
brengt dat Un=g  +85t+. . .5 waarbi] gj(x)=egnlx
dat Bl )—(o 11,

Het bewiljs van de laatste toevoeging stellen we even uit.

de verzameling van alle x die in Ek

hj(x). Men kan eisen

We merken eerst op dat uit st.q4.4 direct volgt:

Stelling 14.5. Als H een separabele Hilbertruimte is met unitaire
operator U, dan heeft H een nest van primitieve gesloten deel-
ruimten H(q)D H(2)3
bestaat tussen H en de directe som H(1)+H(2)+

74 dat er een met U verwisselbare isometrie

Door nu bij H(q) een daarmee isometrische Lg((o,wj,a) te

construeren en verder st.14.1 toe te passen, zien we dat we in
st,14s4ﬁE(q)=(O,1] mogen nemen,
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Opmerking 14.1. Het begrip "directe som" in st.14.5 moet na-

tuurlijk weer worden geinterpreteerd als de collectie van alle
rijen (h(q),h(g),.,,) met h<l)e H(l) en Zﬂh(l)}]2< « . Het 1is
dus niet de somvorming van H 1),H 2 5... in H, want de H l)’s

hebben elementen gemeen. De werking van U wordt aangegeven door
oM@y o D, m®) .

Opmerking 14.2. De a in st.14.4 is niet eenduidig bepaald door

H en U, want a is afkomstig van een speciale keuze van een voorg-
brengend element (zie st.13.2). De splitsing in st.14.5 is
echter wél eenduidig bepaald op U-isometrie na (zie def.14.1).

We zullen dit niet volledig bewijzen, doch geven slechts de
sleutel daartoe aan (st.14.6 en st.14.7).

Definitie 4.1, Laat in de Hilbertruimten H, en H, unitaire
operatoren Uqug gegeven zijn, en laat Uqthgh voor alle h uit

een eventuele doorsnede wvan H,1 en HE’ Er is dan geen bezwaar

tegen, Uq en U2 door eenzelfde letter U voor te stellen. We
zeggen nu dat Hq en H2 U-isometrisch zijn als er een met U ver-
wisselbare isometrie tussen H,l en H2 bestaat (dus als H1 door
% op H, wordt afgebeeld: § (Uh) = U( 5 (h))voor alle h uit H,).

Stelling 14.6. Als de Hilbertruimte H met unitaire operator U

de directe som is van een verzameling van U-invariante deel-
ruimten, die elk in een primitieve ruimte H* U-isometrisch
kunnen worden ingebed, dan kan elke primitieve deelruimte van
H U-isometrisch in H' worden ingebed.

Bewijs. Zi] H=H<1)+H(2)+,.., en laat K een primitieve deelruim-
te van H zijn. We kunnen H'en K U-isometrisch inbedden in een
Lg((O,ﬂ] , ) (8t.14.3), waarin U de vermenigvuldiging met

e?™% 45, Laat o resp. ¢ de inbedding bewerkstelligen. We heb-

" ben o (H*) = LQ(E), <p(K)=L2(F), waarin E en F meetbare verza-
melingen zijn (st.414.1). Als nu FcE, is ¢ (K) < o(H"), dus dan
is de inbedding geleverd. Neem nu aan dat er een deel Fqc:E is
dat een positieve maat heeft doch dat niets met E gemeen heeft.

We construeren een rij ftrigonometrische polynomen{Pn(e
met ||P = xgll = O, }Pn(egan)QS;B (0<x< 1) (wanneer P aan
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laatstgenoemde conditie niet voldoet, kunnen we Pn door

P, an[—qmin({Pnl,Z) vervangen, en dat weer door een trigono-
metrisch polynoom approximeren). Nu is duidelijk dat ook

H(Pn— XE)2H - 0, en daaruit volgt dat HPnhH - 0 als h eLz(Fq)
want op F, is P - Xp=P . Verder is UPnh—hH-e 0 als h ELZ(E).
Kies k e K z6 dat k#£0, ¢ (k) e Lg(Fq). Wegens de U-isometrie geldt
nu dat P_(U)k ~ 0, P_(U)h~ h als heH 1) poch als

k=0 03 V4o, dan is PHEU;k=(Pn(U)h(1),Pn(U)AE),,.,).
Uit Pn(U)k - 0 volgt dus P_(U)h 1 -0, en we concluderen dat
n{1)_0. Dit geldt voor alle i, dus k=0. Contradictie.

Een andere belangrijke stelling is nog:

Stelling 14.7. Laat H een Hilbertruimte zijn met unitaire opera-
tor U, en laat H primitief zijn t.o.v, U. Laat Hq en H2 U~-inva-
riante deelruimten zijn, onderling U-isometrisch. Dan is H,}=H2

(nhetgeen nog niet wil zeggen dat de isometrie de identitelt is).

Bewijs. Volgens st.13.2 mogen we aannemen dat H=L2((O,1],u ), en
dat U de vermenigvuldiging met e2n1x is, Volgens st.14.1 zijn er
meetbare deelverzamelingen Eq en E, z6 dat Hi=L2(Ei,a ) (i=1,2).
We dienen te bewijzen dat E, en E, op een nulverzameling na ge-

1ijk zijn. Neem het tegendegl aan? bijv. dat E3<:Eq,
maat en lege doorsnede met EE’ Kies k#0, k3EIQ(E3>° Evenals in
het bewijs van st.14.6 construeren we een rij P _'s met Pn(U)k - Q,
P,(U)h ~ h voor elke he L2(E2). Leat h, het element uit H, zijn
dat bij de gegeven isometrie met k (die in Lg(Eq) ligt) correspon-

deert. Dan is |[P (U)h, ||=!|P, (U)k| -0, in strijd met P _(U)h - h.

E3 positieve

Stelling 14.8, Als twee primitieve Hilbertruimten U-ligsometrisch
in elkaar zijn af te beelden, dan zijn die afbeeldingen automa-

tisch "afbeeldingen op".
Bewijs. We kunnen de gegeven ruimten in eenzelfde primitieve in-

bedden: )
H,y - @(Hq) c H, Hy - Q(H2)(: H.

Volgens het gegeven, in combinatie met st.14.7, zijn @(Hq) en
¢(H2) deelruimten van elkaar,zodat ze samenvallen.

We geven nu enkele voorbeelden van meervoudige spectra.
Voorbeeld 14,1, In L,((0,1]) levert de verschuiving x-x+a een

unitaire operator op (zle voorbeeld 13.3, 3°). Alle functies
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s ni
e?"IX o430 eigenfuncties (eigenwaarde e® P19), en de gehele Lo

wordt door deze eigenfuncties opgespannen. Als a irrationaal is,
zijn er aftelbaar vele enkelvoudige eigenwaarden. Als a rationaal
is, zijn er slechts eindig vele, elk met oneindige multipliciteit.
Als bijv. a=5, dan 1is L, U-isometrisch met de directe som van af-
telbaar veel copieén van een (primitieve) tweedimensionale ruimte,
waarin U de verwisseling der eenheidsvectoren bewerkstelligt.

Voorbeeld 14.2. In Lg(- w, ) levert de verschuiving x - x+1 een
unitaire operator op, Deze heeft geen eigenfuncties., We passen nu
de zg. Fourier-Plancherel-transformatie toe (en dat is een iso-

metrie): T o
£(x) - g(x) = 1,i,m.f f(t)e @™ gy,
— 00 ..T
' : 2nix
De transformatie f- Uf correspondeert nu met g(x) - e g(x).

De Hilbert-ruimte van alle kwadratisch integreerbare g's 1s nu de
directe som ji)Lz((n,n+1J). In elke term van deze som werkt U als
vermenigvuldiging met egnlx, zodat de termen van deze som U-isome-
trisch zijn, Elke term is primitief, want fOE 1 kan als voortbren-
gend element worden genomen, Gaan we terug naar de oorspronkelijke

ruimte, dan zien we dat de n-de term bestaat uit alle functies van
[ n+ 2nitx
de vorm f(x)= g(t)e dt.
Jn
15. Functies van een unitaire operator; projecties.

We beschouwen weer steeds een Hilbertruimte H met unitaire
operator U, En als we het over een Lg(a) hebben, bedoelen we een
LQ((O,ﬂ 1, @) met begrensde monotoon niet-dalende «, En in Lg(a)

2nix

bedoelen.

zullen we steeds met U de vermenigvuldiging met e
27ix
Tenslotte zal e af en toe door u worden voorgesteld,.
Volgens st.13.4 is H U-isometrisch met een directe som

S = Lg(“q) + Lg(ag) t a3

deze som behoeft niet aftelbaar te zijn., Is +f2+,,, een element

van deze directe som (fj €Ly(oy)), en P(ezﬁix) een trigonometrisch

polynoom, dan is

. 2nix
P(UY(£ +Tot..0) = gotgot... 5 g4(x)=P(e” ™)

3 f.(x).

J

Het ligt nu voor de hand om aan uitbreidingen te denken,
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Definitie 15.1. Als ¢ (u) (voor lul| =1) begrensd is, en meet-
baar t.0.v. elke a . die in de directe som S voorkomt, dan is

de operator ¢(U) in S gedefinieerd door
<9(U)(fq+f2+.,,) = B tBote .. gj(x) = Q(u)fj(x),
Opmerking 15.71. We moeten even aantonen dat inderdaad g1+g2+.,.€ S,

Als I@(u)lg M (|ul<1), £f.€L(x,), dan is ook g€ L(aj) (st.12.3).
B floll<mlley ||, zodat ke P aia|le )" <o

Opmerking 15.2. We hebben nog niet het recht te zeggen dat @(U)
nu ook in H gedefinieerd is. Als § de U-isometrie van H op S
voorstelt, dan is het nog niet bewezen dat de in H met de ge-
construeerde ¢ (U) corresponderende operator, nl. 8\—1(9(U)% 5
onafhankelijk van & 1s. En bovendien, als &' een U-isometrie
is van H op S‘=L2(Bq)+L2(62)+,.., is het zelfs nog niet bewezen
dat ¢ ook meetbaar is t.o.v. alle p 's. Als echter ¢ een P 1s,
is het weél duidelijk dat '9'1P(U)% onafhankelijk van ¢ 1s; het
is immers eenvoudig de reeds in H gedefinieerde P(U).

We zullen ons bij het bewijs dat 9~ o (U)® (waarin 9 een
U~-isometrische afbeelding op de een of andere S is) onafhanke-
1ijk van 9 en S is, beperken tot het géval dat de som S hoog-
stens aftelbaar vele termen heeft, dus separabel is. Het algemene

geval laat zich tot het separabele geval terugbrengen door de
opmerking dat we voor de berekening van &-1<P(U)'ﬁ f toch
slechts te maken hebben met de (separabele) deelruimte die door
de ka‘s wordt opgespannen,

Stelling 15.1. Laat 9 een U-isometrische afbeelding zijn van
LQ(B) in Lz(a), Laat Ec (0,1] , en laat E de maat O hebben t.0.v.
o , Dan heeft E ook de maat O t.o.v., B . '
Bewijs. Beschouw fo(x);;1 als element van Lg(ﬁ), en zij

f=91 ¢ Lo(e). 21 J=(a,b]lc (0,1] . We zullen bewijzen dat

(1) ]"J dpr(x) =LfJ{f1(x)]2da (x).

7ij x de karakteristieke functie van J., Dan is er een rij
{p 1 26 dat [P (u)] <2, P (u)~ x (x) (alle x). Door ¢ wordt de
functie Pn(u)fo(x) uit L,(B) op Pn(u)f(x) uit L,(e) afgebeeld.
Daar 9 een isometrie is, geldt j’[Pn(u)lzd B(x):,fan(u)fq(xﬂ%ﬂdx).
Door in beide leden de limietovergang te maken, vinden we (1),

We passen daarbij de stelling van Lebesgue over gema joreerde
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convergentie toe (zile LE blz.55): De integranden worden gemajo-
reerd door [2fO|2 resp. |2f1|2, en 2fo<zL2(a), ef, eLz(p).

Laat nu E de maat nul hebben t.o.v. « , Laat, voor elke n,
Wn een vereniging van aftelbaar vele disjuncte half-open inter-
vallen zijn, en laat Xn de karakterlstleke functie van w zijn.
Volgens (1) is dan u (W S (x)f (x)| da(x). Laat nu wn::E,

(W ) » O. Dan is X (x) - O (p.p,( )), dus, weer volgens de

stelllng van Lebesgue, j'lxn(x)f(x)[2d<X(x) - 0, Dus HC (Wn) - 0,
zodat E ook t.0.v. B de maat nul heeft.
Stelling 15.2. Laat & en &' U-isometrische afbeeldingen zijn
van H op directe sommen S resp. S'., Laat ¢ begrensd zijn en meet-
baar t.o.v. elke aj die in S optreedt. Dan is ¢ eveneens meet-
baar t.0.v. elke p, die in S' optreedt, en g ¢(U)% h =
= 571 ¢(U) 9'h voor alle h €H,
Bewijs. We veronderstellen dat H separabel is. Zonder veel moeite
kan men st.15.1 ultbreiden tot het geval dat een L2(y) wordt in-
gebed in een directe som van L2(aj)’s: als E de mgat nul heeft
t,0.v., alle aj's, dan heeft E de maat nul t.o.v. Y {vgl. opm.
15.3).

We passen dit toe op een L2(§) waarin alle L (0 's kunnen
worden ingebed en die zelf in H, dus in de dlrecte som der
L2<“j) kan worden ingebed (zie st.1%4.5). Dus als van E de maat
t.o0.v. vy nul is, dan ook t,o,vt.alle aj‘s, en omgekeerd, Hierult
kan men afleiden: a